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12. 1 - Riassunto probabilità: tavola A 
 
	 
DEFINIZIONE (definizione "classica" di probabilità)
probabilità = n° casi favorevoli / n° casi possibili (supposto che tutti i casi siano "equipossibili").  Ovviamente:
si ha sempre    0 <= p <= 1; si ha p=0 se e solo se l'evento è impossibile, si ha p=1 se e solo se l'evento è certo
 


 
· Esempio 1: date le 40 carte da scopa, che probabilità c'è, estraendone 4, che fra quelle 4 ci sia 1 e 1 solo asso?
n° casi possibili = n° di quaterne non ordinate di carte, costruibili con le 40 carte date =
                          = n° di modi in cui, date le 40 carte, se ne possono scegliere quattro [image: image2.png]
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n° casi favorevoli = num. di quaterne non ord. di carte, contenenti 1 asso insieme con 3 non-assi [image: image11.png]
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(infatti 4 è il numero di modi con cui posso scegliere un asso;  [image: image20.png]
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 è il numero di modi con cui, sui 36 non-assi, ne posso scegliere 3)
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Pertanto  p = n° casi favorevoli / n° casi possibili = … = 2856 / 9139
 
· Esempio 2: lanciando 10 volte di seguito una moneta, che probabilità c'è che esca Testa le prime 5 volte e Croce le ultime 5?
n° casi possibili = 210 : infatti, per il primo lancio ci sono 2 possibili esiti (T o C); per il secondo lancio pure; per il terzo lancio pure; ecc.  Chi ama le formule potrà anche pensare alle disposizioni con ripetizione di 2 oggetti (T e C), presi a 10 a 10 = D2,10 = 210=1024.       n° casi favorevoli = 1 solo.        Risposta: p =1/1024
 
· Esempio 3 : lanciando 10 volte di seguito una moneta, che probabilità c'è che esca Testa 5 volte e Croce 5 volte?
n° casi possibili = 210=1024
n° casi fav. = n° dei modi in cui, sui 10 lanci, posso fissare quei 5 in cui immagino che esca Testa = [image: image29.png]
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Perciò p = [image: image38.png]
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          Esempio 4 : lanciando 10 volte di seguito una moneta, che prob. c'è che esca Testa non più di 5 volte?
n° casi fav. = n° casi in cui T esce 0 volte + n° casi in cui T esce 1 volta + ... + n° casi in cui T esce 5 volte =
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;   n° casi possibili = 210=1024  ;     p =638/1024
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          Esempio 5: lanciando 9 volte di seguito una moneta, che probabilità c'è che esca più volte T che C? 
Risposta: Si può dare immediatamente la risposta: p = 1/2.  Infatti, non è possibile che escano tante Teste quante Croci, per via del numero dispari di lanci, per cui in una singola prova (=lancio di 9 monete) ci sono due alternative: o escono più Teste che Croci, o escono più Croci che Teste. 
Ma evidentemente, per motivi di simmetria, queste due alternative sono si spartiscono in parti uguali la "torta" della certezza, il cui “peso” è 1.

 

	 
LEGGE EMPIRICA DEL CASO
Se un evento, in una singola prova aleatoria (=legata al caso), ha probabilità p di verificarsi, allora, se si ripete la prova per un numero molto grande n di volte, e si conta il numero f di volte in cui si è verificato l'evento, si trova che il valore del rapporto f/n si avvicina molto al valore della probabilità p.
f= frequenza assoluta; f/n = frequenza relativa. Si trova, in altre parole, che la frequenza relativa, se il numero di prove effettuate è molto alto, è assai vicina alla probabilità calcolata “a priori”.
 


 
          Es. 6 : Se un evento ha probabilità 1/4 i verificarsi, effettuando 1000 prove, quante  volte si verificherà?
Risposta:  si verificherà all'incirca 250 volte, è ben difficile che il numero di volte si discosti molto da 250.
E' molto importante, quando si risponde a una domanda di questo tipo, sottolineare "all'incirca"    
 

	 

PROBABILITA' CONDIZIONATA

Il simbolo p(A/B) si legge "probabilità di A, condizionata (o "subordinata") al verificarsi di B,
e significa: probabilità del verificarsi di A, supponendo che si verifichi, o che si sia verificato, l'evento B.
Si tratta di restringere l'insieme universo ai solo sottoinsieme B, e di chiedersi, in questo insieme universo "ristretto", qual è la probabilità che si verifichi A,  oppure, nel caso di un evento a due fasi, supporre che in una delle due fasi si verifichi o si sia verificato B e chiedersi qual è la probabilità che nell'altra fase si verifichi o si sia verificato A. 
 


 
· Esempio 7:  calcolare la probabilità che dal lancio di un dado esca un multiplo di 3, supposto che sia uscito un numero maggiore di 2. 
Facile risposta: p("x multiplo di 3" / "x maggiore di 2") = 2/4=1/2
 
· Esempio 8  (notevole, perchè il risultato sembra "strano" ... ma è proprio così!)
Calcolare la probabilità che lanciando due dadi, la somma dei punteggi dia 6, supposto che su uno almeno dei due dadi sia uscito "2". 
Risoluzione: 

Casi equipossibili nell'insieme universo "ristretto":   (2,1), (1,2), (2,2), (2,3), (3, 2), (2,4), (4,2), (2,5), (5,2), (2,6), (6,2).
Casi favorevoli: (2,4) e (4,2).   La risposta è: 2/11

 
· Esempio 9: Data un'urna con 2 palline Rosse e 4 Nere, e supponendo di estrarre successivamente senza reimbussolamento 2 palline,  calcolare la probabilità che la seconda estratta sia Nera, nel caso che la prima estratta sia Rossa. 
Risposta:  p(“seconda estratta Nera”/”prima estratta Rossa”) = 4/5,  perchè se la prima estratta è una Rossa, al momento della seconda estraz. l'urna conterrà 5 palline di cui 4 N. Invece, tanto per fare un altro esempio, risulta p(“seconda estratta N”/”prima estratta N”)=3/5.
 
         Esempio 10: Data un'urna con 2 palline Rosse e 4 Nere, e supponendo di estrarre successivamente senza reimbussolamento 2 palline,  calcolare la probabilità che la prima estratta sia stata R, nel caso che la seconda estratta risulti N.
Risoluzione:  indicando le palline con R1,  R2,  N1,  N2,  N3,  N4, facendo uno schema ad albero che mostri i casi possibili e quelli favorevoli, e tenendo conto della restrizione dell'insieme universo, si trova 

p (“prima estr. Rossa”/” seconda estratta Nera”)= 8/20 = 2/5.
Osservazione: negli esercizi con urne e palline, occorre stare bene attenti alla questione seguente: 
le modalità di effettuazione della prova aleatoria prevedono o non prevedono il reimbussolamento di una pallina estratta, prima dell'estrazione successiva?
 
· Esempio 11:  (bello, perchè il risultato è sorprendente... ma è giusto!):
Se lancio 10 monete finché vengano almeno 8 Teste (cioè: considero nullo il lancio e lo ripeto se non sono uscite almeno 8 Teste), che probab. ho di ottenere Testa su tutte e 10 le monete?
Risoluzione: Innanzitutto è evidente che è la stessa cosa, dal punto di vista probabilistico, pensare di lanciare 10 monete distinte (simultaneamente oppure una dopo l’altra) o in alternativa pensare di effettuare 10 lanci successivi di una moneta sola. Se pensiamo a 10 monete distinte, dovremo comunque concepirle con la loro “individualità”, ad esempio supponendo che si abbia una moneta che consideriamo convenzionalmente come “moneta numero 1”, poi una “moneta numero 2”, ecc. 

Ciò premesso, andiamo a contare il numero di casi favorevoli e il numero di casi equipossibili.

Numero casi equipossibili, nell'insieme universo "ristretto": sono tanti quanti sono le sequenze di 10 simboli, contenenti almeno 8 simboli “T”, ovvero che portano 0, 1 o 2 simboli “C”: ora, abbiamo 1 sola sequenza con 0 Croci, 10 sequenze con 1 Croce, (10 * 9)/2=45 sequenze con esattamente 2 Croci, per un totale di 1+10+45=56 sequenze con non più di 2 Croci (=almeno 8 Teste). 

Il caso favorevole è 1 solo. La probabilità condizionata richiesta è:   p (“tutte T”/ “almeno 8 T”) = 1/56.
 
	 

EVENTI STOCASTICAMENTE INDIPENDENTI

L'evento A si dice "stocasticamente indipendente" dall'evento B, se il verificarsi di B non modifica la probabilità del verificarsi di A, ossia: se p(A/B) = p(A) 
Tramite il successivo teorema 2, si riesce a dimostrare che se A è stoc. indip. da B, allora risulta anche B stoc. indip. da A, e viceversa. Perciò la definizione di "indipendenza stocastica" ha una natura "simmetrica" e si potrà semplicemente parlare di due eventi A, B "stocasticamente indipendenti fra loro".
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12. 2 - Riassunto probabilità: tavola B (Teoremi sul CdP)
 
TEOREMI SUL CdP
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Teorema delle probabilità totali
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       e in particolare, se A e B sono incompatibili, 
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Il teorema 1 - 1'  è di solito chiamato "Teorema delle probabilità totali"
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Teorema delle probabilità composte
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        e in particolare, se A e B sono stocast.indip., 
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        e in particolare, se A e B sono stocast. indip., 
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        e in part., se A e B sono stoc. indip., 
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Il teorema 2 - 2' - 2'' è di solito chiamato "Teorema delle probabilità composte" 
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Teorema sulla probabilità dell' evento contrario
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 (probabilità dell' evento contrario)  
 

      LA PAROLA "ALMENO", DEVE QUASI SEMPRE INVITARCI AD UTILIZZARE L'EVENTO CONTRARIO
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Generalizzazioni 
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 cioè “et”, al posto rispettivamente dei simboli di unione e intersezione)
 


[image: image200.png]


[image: image201.png]


[image: image202.png]


[image: image203.png]


[image: image204.png]


[image: image205.png]


[image: image206.png]


[image: image207.png]


[image: image208.png]


[image: image209.png]


[image: image210.png]


[image: image211.png]


 
	 
Regola della somma per le prove a due o più fasi: 
in una "prova a due o più fasi", la probabilità dell'evento che si verifica se e solo se si verifica l’uno o l’altro di due eventi incompatibili è la somma delle rispettive probabilità.
 


 
Conseguenze notevoli dei Teoremi studiati

 
Il teorema 2 può essere posto, evidentemente, sotto una qualsiasi delle due forme:
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da cui, uguagliando i secondi membri, si trae  
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e da questa uguaglianza, nel caso che p(A/B) = p(A), si trae, semplificando, p(B/A) = p(B);
ossia, come avevamo anticipato: 
 
	 
"se A è stocasticamente indipendente da B, allora anche B è stocasticamente indipendente da A"
 


 
Inoltre, sempre una conseguenza di 2) è la formula seguente:
 
	4)    [image: image239.png]
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che può risultare molto utile 
 
 
OSSERVAZIONI AI TEOREMI SUL CdP

 

Ben pochi testi distinguono fra i teoremi 2), 2'), 2'' ). 
Di solito essi vengono inglobati in un solo teorema, che viene scritto da quasi tutti i testi nella forma 2), o a volte nella forma 2'). 
Ciò non è affatto rigoroso, ma "funziona".
Ad esempio, se io ho A = "esce 1 dal lancio di un dado", B = "esce Testa dal lancio di una moneta", evidentemente NON è corretto parlare della probabilità [image: image248.png]
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! Infatti gli insiemi A e B  non hanno niente a che fare fra loro, sono disgiunti! 
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D'altra parte, certi testi scrivono disinvoltamente [image: image257.png]
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, e "gli va bene" ... e tutto sommato IN QUESTO CASO la cosa è pure accettabile, a patto di puntualizzare che A vada interpretato come "esce 1 dal lancio del dado ed esce un risultato qualsiasi dal lancio della moneta", e B vada interpretato come "esce un risultato qualsiasi dal lancio del dado ed esce Testa dal lancio della moneta".
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Noi, abbiamo dimostrato 2) e 2'' ); in quanto al teor. 2' ), esso sussiste perchè quando utilizziamo il connettivo ET ( [image: image266.png]
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 ) per descrivere un evento, possiamo sempre ricondurci :
· [image: image273.png]
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IN CERTI CASI,  a 2) 
(ET inteso come "E CONTEMPORANEAMENTE", nell'ambito di una visione insiemistica in cui il simbolo [image: image275.png]


[image: image276.png]


[image: image277.png]




 INCLUDEPICTURE "http://www.chihapauradellamatematica.org/Quaderni2002/CdP/CdP12_2_file/empty.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image278.png]




 INCLUDEPICTURE "http://www.chihapauradellamatematica.org/Quaderni2002/CdP/CdP12_2_file/eq0025S.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image279.png]




 INCLUDEPICTURE "http://www.chihapauradellamatematica.org/Quaderni2002/CdP/CdP12_2_file/eq0025P.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image280.png]




 INCLUDEPICTURE "http://www.chihapauradellamatematica.org/Quaderni2002/CdP/CdP12_2_file/empty.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image281.png]


 di congiunzione logica corrisponde perfettamente al simbolo [image: image282.png]
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 di intersezione insiemistica), 
· [image: image289.png]
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NEGLI ALTRI CASI, a 2'' ) 
(ET inteso come "E POI", nell'ambito di una visione sequenziale, di evento a due fasi)
 
Analogamente, 1' ) sussiste perchè può essere ricondotto a 1)
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12. 3 - Riassunto probabilità: tavola C1 (Esercizi svolti)
 
· Esempio 12
La probabilità che un tiratore A colpisca il bersaglio è 1/2, la probab. che lo colpisca B è 1/5.
Se A e B sparano contemporaneamente contro il bersaglio, che probabilità c’è che questo venga colpito?
 

Risoluzione:

p = p (A vel B) = p(A) + p(B) - p(A et B) = p(A) + p(B) - p(A) * p(B/A) =  
[… dato che A, B sono indipendenti e quindi p(B/A)=p(B) …]
= p(A) + p(B) - p(A) * p(B) = 1/2 + 1/5 [image: image294.png]


[image: image295.png]


[image: image296.png]




 INCLUDEPICTURE "http://www.chihapauradellamatematica.org/Quaderni2002/CdP/CdP12_3_tavolaC1_file/ch0S.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image297.png]




 INCLUDEPICTURE "http://www.chihapauradellamatematica.org/Quaderni2002/CdP/CdP12_3_tavolaC1_file/ch0P.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image298.png]




 INCLUDEPICTURE "http://www.chihapauradellamatematica.org/Quaderni2002/CdP/CdP12_3_tavolaC1_file/empty.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image299.png]


 1/2 * 1/5 = 1/2 + 1/5 [image: image300.png]
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 1/10 = 6/10 = 3/5
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Per inquadrare il problema in modo da sentirci effettivamente autorizzati ad applicare i Teoremi studiati, possiamo pensare che mediamente ogni 1000 prove (dove per “prova” devo intendere “doppio tiro”), 500 volte colpisca il bersaglio A, 200 volte B. Supponiamo che qualcuno registri gli esiti di questi 1000 “doppi tiri” e scriva ogni singolo esito (che potrà essere: “Nessuno”;  “solo A”; “solo B”; “sia A che B”) su di un bigliettino: si avranno quindi 1000 bigliettini. Pescando un bigliettino a caso, ci chiediamo che probabilità c’è di trovarvi scritto almeno uno dei due nomi A o B. Dammi retta! Traccia un diagramma di Venn che rappresenti questo insieme di 1000 bigliettini con i suoi sottoinsiemi! Comprenderai in modo realmente efficace la situazione probabilistica considerata.
 
· Esempio 13. -  
La probabilità che un gatto viva 12 anni è 1/4, la probabilità che viva 12 anni un cane è 1/3.
Se posseggo un cagnetto e un gattino appena nati, che probabilità c’è che:
a)      siano entrambi vivi fra 12 anni;  
b)      almeno uno sia vivo fra 12 anni;  
c)       nessuno dei due sia vivo fra 12 anni
 
Risposte : 
a)       p (C et G) = p (C) * p(G) = 1/3 * 1/4 = 1/12 (probabilità composte per eventi indipendenti) 
b)       p (C vel G) = p(C) + p(G) [image: image310.png]
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 p(C et G) = 1/3 + 1/4 - 1/12 = 1/2  
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(prob. totali per eventi compatibili; prob. composte per eventi indipendenti) 
c)       [image: image318.png]
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dove abbiamo sfruttato le importantissime FORMULE DI DE MORGAN, le quali, come dovrebbe essere noto, hanno una versione “insiemistica” e una versione “logica” e che qui di seguito andiamo a ripassare:
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(osserviamo che nelle versioni “logiche” delle formule il simbolo “=” sta per “logicamente equivalente”)
 
Risoluzione alternativa dello stesso problema del Cane e del Gatto:
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dove abbiamo tenuto conto che  [image: image345.png]
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e abbiamo potuto scrivere semplicemente [image: image354.png]
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 perché abbiamo ipotizzato l’indipendenza stocastica degli eventi (sebbene a rigore ciò non sia del tutto vero perché comunque gli animali sono molto sensibili)
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· Esempio 14
Si estraggono successivamente 2 palline da un'urna contenente 2 Rosse e 3 Nere. Qual è la probabilità che siano entrambe Nere?    
 
Risoluzione:   
p(1a N  poi  2a N) = p(1a N) * p(2a N / 1a N) = 3/5 * 2/4 = 3/10; 
si poteva anche risolvere con n°  casi fav./n° casi poss.
 
· Esempio 15
Si estraggono successivamente 2 palline ciascuna da un’urna; sia l’una che l’altra urna hanno la stessa composizione: 2 R e 3 N. Qual è la probabilità che siano entrambe Nere?     
 
Risoluzione:   
p(“N da U1”  poi  “N da U2”) = p(N da U1) * p(N da U2 /  N da U1) = p(N da U1) * p(N da U2)   
[… perché qui evidentemente i due eventi sono indipendenti … ]
= 3/5 * 3/5 = 9/25;    
si poteva anche risolvere con n°  casi fav./n° casi poss.
 
· Esempio 16
Si estraggono successivamente, ma con reimbussolamento, 2 palline da un'urna contenente 2 Rosse e 3 Nere. Qual è la probabilità che siano entrambe Nere?     
 
Risoluzione.
Evidentemente, il problema è del tutto assimilabile al precedente esempio 15:
p(1a N et 2a N) = p(1a N) * p(2a N / 1a N) = p(1a N) * p(2a N)   
[… perché qui evidentemente i due eventi sono indipendenti …] 
= 3/5 *·3/5 = 9/25;
si poteva anche risolvere con n°  casi fav./n° casi poss.
 
[image: image372.png]


Riassunto probabilità: tavola C2 (Esercizi svolti)
 
         Esempio 17 
Due urne contengono: U1, 3 palline Bianche (B) e 2 Nere (N);    U2, 3 palline Bianche e 1 Nera.
Si estrae una pallina da U1, e le rimanenti palline di U1 vengono versate in U2, da cui si estrae poi una seconda pallina.
Che probabilità c'è di ottenere 2 palline di diverso colore?
 
Risoluzione.
p(diverso colore) =    …applicando la REGOLA DELLA SOMMA!…   
=  p(B e poi N) + p(N e poi B) = 
= p(B) * p(N/B) + p(N) * p(B/N) =  [image: image373.png]


[image: image374.png]


[image: image375.png]




 INCLUDEPICTURE "http://www.chihapauradellamatematica.org/Quaderni2002/CdP/CdP12_3_tavolaC2_file/empty.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image376.png]




 INCLUDEPICTURE "http://www.chihapauradellamatematica.org/Quaderni2002/CdP/CdP12_3_tavolaC2_file/eq0001S.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image377.png]




 INCLUDEPICTURE "http://www.chihapauradellamatematica.org/Quaderni2002/CdP/CdP12_3_tavolaC2_file/eq0001P.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image378.png]




 INCLUDEPICTURE "http://www.chihapauradellamatematica.org/Quaderni2002/CdP/CdP12_3_tavolaC2_file/empty.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image379.png]
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Esempio 18
Se si sa che 
[image: image382.png]
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calcolare: 
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Risoluzione:
[image: image1.png]



dove abbiamo utilizzato una ovvia identità insiemistica e abbiamo poi effettuato una sottrazione di due probabilità perché, evidentemente, [image: image400.png]
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Attenzione: avremmo potuto anche scrivere
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 ma saremmo rimasti bloccati in un vicolo cieco, in quanto non avremmo poi potuto continuare scrivendo [image: image416.png]
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 perché, non essendo A sottoinsieme di B, non vale la relazione [image: image423.png]
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Per capire bene questo esempio 18, o eventualmente per svolgerlo con un procedimento alternativo, è efficacissima una visione frequentista.
Ad esempio, un diagramma di Venn compatibile coi dati [image: image445.png]
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è il seguente:
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dal quale è immediato trarre le risposte ai quesiti 1) …6)
 
· Esempio 19
Tre studenti si presentano a tre diversi esami universitari, per i quali le statistiche dicono che le probabilità di promozione sono rispettivamente:   0,4 ;   0,7 ;   0,8. 
Valuta qual è: 
a)      la prob. che tutti e tre siano promossi; 
b)      la prob. che almeno uno sia prom.; 
c)       la prob. che uno e uno solo sia promosso
 
Risoluzione: 
a)  p(P1 et P2 et P3) = p(P1) * p(P2) * p(P3) = 0,224 (gli eventi sono indipendenti)
b)  
p(almeno 1 promosso) = 1 [image: image455.png]
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 p (nessun promosso) = 1- p (“non P1” et “non P2” et “non P3”) = 
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= 1 [image: image463.png]
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 0,6  * 0,3  * 0,2 = 1 -  0,036 = 0,964
[image: image469.png]


[image: image470.png]


c)  p(1 e 1 solo) = 
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= 0,4 [image: image480.png]
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· Esempio 20
Si è rotto il microprocessore di uno dei miei computer e io voglio sostituirlo, potendo scegliere fra i 10 microprocessori che ho acquistato ad una svendita, dei quali so che 2 sono della marca M1, 3 della marca M2 e 5 della marca M3.  
Tuttavia non sono in grado, per nessun processore, di riconoscere di che marca sia. 
Statisticamente, i microprocessori M1 sono “buoni” nel’80% dei casi (quindi con probabilità 0,8), gli M2 nel 75% dei casi e gli M3 nel 50% dei casi.  Mi chiedo qual è la probabilità che, prendendo un microprocessore a caso, esso risulti funzionante.
 
Risoluzione:  
p(OK)=p((M1 et OK) vel (M2 et OK) vel (M3 et OK) ) = p(M1 et OK) + p(M2 et OK) + p (M3 et OK) =  
= p(M1) * p(OK/M1) + p(M2) * p(OK/M2) + p(M3) * p(OK/M3) = 2/10 * 0,8 + 3/10 * 0,75 + 5/10 * 0,5 = 0,635
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12. 4 - Riassunto probabilità: tavola D (Teorema di Bayes)
 
TEOREMA DI BAYES (sulla "probabilità delle cause")
 
Supponiamo che in una singola prova possa verificarsi uno e uno solo fra due o più possibili eventi H1, H2, ... Hn (indichiamo con  p(Hi) la probabilità che si verifichi Hi), e che, qualora si verifichi l'evento Hi, ci sia una una ben determinata probabilità p(E/Hi)che si verifichi un dato evento E.
Insomma, gli eventi H1, H2, ... Hn costituiscono le possibili CAUSE dell’evento E; tali cause sono:
fra loro incompatibili (=non è possibile che si verifichino contemporaneamente due eventi Hi, Hj, se i≠j) 
ed "esaustive" (=nessuna altra causa, al di fuori delle Hi, può generare l’evento E).
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Allora, se si verifica l'evento E, la probabilità che esso sia stato provocato dalla causa Hi è data dalla formula (di Bayes):
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La formula di Bayes sopra riportata vale anche per gli eventi a due o più fasi (per i quali la schematizzazione più adeguata è un diagramma ad albero anziché un diagramma di Venn), e inoltre conserva la sua validità anche se gli eventi H1, H2, ... , Hn non vengono interpretati come "cause" di E, ma semplicemente come eventi "concomitanti" ad E.
 
OSSERVAZIONE UTILE PER RICORDARE LA FORMULA: 
il denominatore si ottiene riscrivendo il num., e poi scrivendo gli altri addendi analoghi, che si ottengono “facendo variare le cause”"
 
	 
· Esempio 21
Se si gioca sulla macchinetta A, si vince mediamente 1 volta su 2
(probabilità 1/2, quindi); se si gioca su B, si vince con probabilità 1/4.
Supposto di aver giocato su di una macchinetta a caso e di aver vinto, che probabilità c'è che si trattasse della A?
 
Risoluzione:
p(A)=1/2      e     p(B)=1/2    
perchè siccome si sceglie a caso, 
è uguale la probabilità di scegliere A oppure B; 
p(V/A)=1/2    e     p(V/B) = 1/4
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IDEA-GUIDA SULLA PROBABILITA’ DI UN CAMMINO QUANDO SI HA UN DIAGRAMMA AD ALBERO

In una schematizzazione "ad albero", la probabilità di un "cammino" è uguale al prodotto delle probabilità dei singoli segmenti che costituiscono il cammino 
(S'intende che la probabilità di percorrere un dato segmento è da intendersi, in generale, come "probabilità condizionata", cioè come probabilità di percorrere quel segmento, supponendo di essere già giunti all'inizio del segmento stesso).
 

L'EFFICACIA DELLA VISIONE FREQUENTISTA
 
A proposito dell’ es.21, sottolineo ancora come una visione frequentista possa essere spesso utilissima per analizzare un problema in modo semplice ma convincente e risolverlo, nonchè per controllare la plausibilità di risposte ottenute per altra via.
Vediamo l'es. 21 affrontato con visione "frequentista": 
Faccio 400 "prove"; all'incirca 200 volte la macchinetta scelta sarà A, all'incirca 200 volte sarà B; sulle circa 200 volte in cui giocherò con A, vincerò pressappoco 100 volte; e sulle circa 200 volte in cui giocherò con B, vincerò pressappoco 50 volte. 
Ora, sulle circa 100+50=150 volte in cui ho vinto, circa 100 volte ho giocato con A, per cui p(A/V)=100/150=2/3

 
· Esempio 22 (ancora sul Teorema di Bayes)
In una certa facoltà universitaria, è obbligatorio sostenere un esame di Lingua Straniera.
Ogni studente può scegliere fra: Inglese, Francese, Spagnolo, Tedesco.
Le statistiche dicono che le probabilità di scelta sono rispettivamente:   0,4       0,3        0,2        0,1
D'altra parte, per la diversa difficoltà dei corsi e severità degli insegnanti, le probabilità di riportare la massima votazione (30/30) variano da lingua a lingua e sono rispettivamente:  0,1    0,2     0,3     0,9
Supponiamo di sapere che un certo studente ha riportato 30/30 nell'esame di Lingua.
Che probabilità c'è che la materia d'esame sia stata Inglese?
 
Risoluzione:
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