
Algoritmi 2: esercizi

sulla programmazione dinamica ∗

1 M-cammino

Sia data una matrice M = [mi,j] di dimensione n × n contenente interi positivi. Un M-
cammino è una sequenza (mi1,1, mi2,2, ...min,n) tale che ik+1 ∈ {ik−1, ik, ik +1}. Il costo di
un M-cammino è dato dalla somma dei valori degli elementi che lo compongono. Descrivere
un algoritmo che trova un M-cammino di costo minimo in tempo O(n2).

Risolviamo prima il problema di calcolare il costo µ dell’M-cammino ottimo (ovvero,
avente costo minimo). Mostreremo in seguito come ricostruire un M-cammino ottimo a
partire dall’informazione sul valore di µ.

Il sottoproblema che risolveremo è il seguente: per ogni i, j tali che 1 ≤ i, j ≤ n,
calcolare il costo dell’M-cammino ottimo che termina nella cella M [i, j]. Manterremo le
informazioni su tali sottoproblemi in una matrice bidimensionale C di costi:

C[i, j] = costo minimo di un M− cammino che termina nella cella M [i, j]

Una volta costruita tutta la matrice C, µ può essere ottenuto come il valore minimo nella
sua ultima colonna:

µ = min
1≤i≤n

C[i, n]

Per come è definito il problema dell’M-cammino, è infatti possibile “uscire” dalla matrice
M attraverso una qualunque cella dell’ultima colonna.

E’ facile convincersi che C[i, 1] = mi,1 per ogni i ∈ [1, n]. Inoltre, osserviamo che la cella
M [i, j] può essere raggiunta solo in tre possibili modi, ovvero passando per M [i− 1, j − 1]
(se esiste), per M [i, j − 1], o per M [i + 1, j − 1] (se esiste). Quindi il costo minimo di un
M-cammino per raggiungere M [i, j] può essere ottenuto come segue:

C[i, j] = mi,j + min{C[i− 1, j − 1], C[i, j − 1], C[i + 1, j − 1]}

Per semplicità, assumiamo che C sia provvista di una riga 0 ed una riga n + 1 tali che
C[0, j] = C[n+1, j] = +∞ per ogni j ∈ [1, n]: ciò garantisce che C[i−1, j−1] e C[i+1, j−1]
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Algoritmo CalcolaCosto

1. Input Una matrice M di dimensione n× n contenente interi positivi
2. Output Il costo µ di un M-cammino di costo minimo in M

3. begin

4. for i = 1 to n do

5. C[i, 1]←M [i, 1]
6. C[0, i]← +∞
7. C[n + 1, i]← +∞
8. for j = 2 to n do

9. for i = 1 to n do

10. C[i, j]←M [i, j] + min{C[i− 1, j − 1], C[i, j − 1], C[i + 1, j − 1]}
11. return min1≤i≤n C[i, n]
12. end

Figure 1: Algoritmo per il calcolo del costo minimo di un M-cammino.

siano sempre ben definite (anche nel caso in cui i = 0 oppure i = n). Otteniamo quindi la
seguente ricorrenza:

C[i, j] =

{

mi,1 se j=1
mi,j + min{C[i− 1, j − 1], C[i, j − 1], C[i + 1, j − 1]} altrimenti

La matrice C, e quindi il valore µ, possono pertanto essere calcolati in tempo O(n2) come
mostrato dallo pseudocodice in Figura 1.

Per calcolare un M-cammino di costo minimo possiamo sfruttare le informazioni con-
tenute nella matrice C. Sia i tale che C[i, n] = µ. Sia i′ ∈ {i − 1, i, i + 1} tale che
C[i′, n− 1] = C[i, n]−mi,n. Costruiamo ricorsivamente l’M-cammino di costo minimo per
raggiungere la cella M [i′, n− 1] e restituiamo la concatenazione di tale cammino con mi,n.

2 Distanza tra stringhe: correttezza dell’algoritmo

Ricordiamo che la distanza tra il prefisso Xi e il prefisso Yj è ottenuta dall’algoritmo in
base alla seguente ricorrenza:

D[i, j] =

{

D[i− 1, j − 1] se xi = yj

1 + min{D[i, j − 1], D[i− 1, j], D[i− 1, j − 1]} se xi 6= yj

Mostriamo ora che D[i, j] è minima, assumendo che D[i− 1, j− 1], D[i, j − 1] e D[i− 1, j]
siano minime. La correttezza seguirà quindi per doppia induzione su i e j.

Consideriamo dapprima il caso in cui xi 6= yj. Assumiamo per assurdo che D[i, j]
non sia minima: esisterà quindi una sequenza ottima σ di operazioni su Xi (inserimenti,
cancellazioni, sostituzioni) che trasforma Xi in Yj e tale che |σ| < D[i, j]. Nel seguito
mostreremo che è possibile ottenere da σ una sequenza di operazioni σ′ che trasforma Xi−1

in Yj−1, oppure Xi in Yj−1, oppure Xi−1 in Yj, tale che |σ′| = |σ| − 1: da ciò otterremo un
assurdo sfruttando l’ottimalità di D[i− 1, j − 1], D[i, j − 1] e D[i− 1, j].
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E’ facile convincersi che, in una qualunque sequenza ottima di operazioni che trasformino
Xi in Yj , ogni carattere di Xi è modificato al più da una operazione. In particolare, appli-
cando tale osservazione al carattere xi, distinguiamo tre casi.

• Nessuna operazione coinvolge xi: poiché xi 6= yj, deve esistere in σ una operazione che
inserisce yj come ultimo simbolo della stringa in via di trasformazione. La sequenza
σ′ = σ \ {inserisci(yj)} trasforma allora Xi in Yj−1. La catena di disuguaglianze

|σ′| = |σ| − 1 < D[i, j]− 1 ≤ (1 + D[i, j − 1])− 1 = D[i, j − 1]

implica |σ′| < D[i, j − 1] e comporta un assurdo per via dell’ottimalità di D[i, j− 1].

• σ contiene l’operazione cancella(xi): per l’osservazione di cui sopra, questa sarà
l’unica operazione che coinvolge xi. La sequenza σ′ = σ \ {cancella(xi)} trasforma
allora Xi−1 in Yj . La catena di disuguaglianze

|σ′| = |σ| − 1 < D[i, j]− 1 ≤ (1 + D[i− 1, j])− 1 = D[i− 1, j]

implica |σ′| < D[i− 1, j] e comporta un assurdo per via dell’ottimalità di D[i− 1, j].

• σ contiene l’operazione sostituisci(xi, c): per l’osservazione di cui sopra, questa sarà
l’unica operazione che coinvolge xi. Se non ci sono inserimenti di simboli a destra di
xi, deve essere c = yj ed è facile vedere che la sequenza σ′ = σ \ {sostituisci(xi, yj)}
trasforma Xi−1 in Yj−1. Se almeno un carattere è inserito a destra di xi, allora
σ conterrà certamente l’operazione inserisci(yj): in tal caso, la sequenza σ′ = σ \
{sostituisci(xi, c), inserisci(yj)}∪{inserisci(c)} trasforma Xi−1 in Yj−1, assumendo
che l’inserimento del carattere c abbia luogo nella posizione in cui si sarebbe trovato
il carattere xi. In entrambi i casi la catena di disuguaglianze

|σ′| = |σ| − 1 < D[i, j]− 1 ≤ (1 + D[i− 1, j − 1])− 1 = D[i− 1, j − 1]

implica |σ′| < D[i− 1, j − 1] e comporta un assurdo per via dell’ottimalità di D[i−
1, j − 1].

Ragionamenti analoghi permettono di trattare il caso in cui xi = yj.
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