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1 Aule

Sia n il numero di lezioni. Sia λi la i-esima lezione, con tempi di inizio e fine [si, fi).
Minimizzare il numero di aule.

L’ordinamento per durata non funziona: consideriamo gli intervalli [1, 3), [9, 11), [2, 8),
[3, 10).

L’ordinamento per tempi di fine non funziona: consideriamo gli intervalli [1, 5), [2, 7),
[7, 10), [5, 12).

Proviamo con l’ordinamento per tempi di inizio. L’algoritmo è dato in Figura 1.

• Soluzione parziale: insieme di coppie < lezione, aula >

• Estensione locale: aggiunta di una coppia (eventualmente creando una nuova aula)

• Criterio di convenienza: la lezione ha il minimo tempo di inizio tra quelli delle lezioni
non ancora assegnate ad aule.

Lemma 1 Per ogni h = 0, 1, . . . , n esiste una soluzione ottima SOL∗ che include la

soluzione corrente dell’algoritmo SOLh.

Proof. Per induzione su h. Passo base: per h = 0 si ha SOL0 = ∅, e l’affermazione risulta
banalmente vera.

Supponiamo che l’affermazione sia vera fino al passo h incluso, con h < n. Sia λh+1 la
(h + 1)-esima lezione assegnata e sia a l’aula cui è stata assegnata dall’algoritmo. Quindi

SOLh+1 = SOLh ∪ {< λh+1, a >}

Sia a∗ l’aula cui è assegnata la lezione λh+1 in SOL∗, ovvero < λh+1, a
∗ >∈ SOL∗. Se

a = a∗, allora SOLh+1 ⊆ SOL∗ e l’affermazione rimane vera. Consideriamo quindi il caso
in cui a 6= a∗. Consideriamo ora due casi:
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Algoritmo AssegnaAule

1. Input Gli intervalli temporali di n lezioni [s1, f1) . . . [sn, fn)
2. Output L’assegnamento di ogni lezione ad un’aula
3. begin

4. SOL← ∅
5. while ∃ lezioni non ancora assegnate do

6. Sia λ una lezione con minimo tempo di inizio tra quelle non ancora assegnate
7. if ∃ aula a gia’ usata in cui λ puo’ essere inserita senza conflitti
8. then SOL← SOL ∪ {< λ, a >} {inserisci λ in a}
9. else crea una nuova aula a′

10. SOL← SOL ∪ {< λ, a′ >} {inserisci λ in a′}
11. end

Figure 1: Algoritmo per l’assegnamento delle aule

1. L’aula a era già stata precedentemente utilizzata in SOLh, e quindi anche in SOL∗.
Sia L∗ l’insieme delle lezioni assegnate all’aula a∗ nella soluzione ottima SOL∗ ma
non ancora assegnate in SOLh: λh+1 ∈ L∗. Sia L l’insieme delle lezioni assegnate
all’aula a nella soluzione ottima SOL∗ ma non ancora assegnate in SOLh. Otteniamo

una soluzione ŜOL∗ mettendo in a∗ le lezioni di L e in a le lezioni in L∗.

Osserviamo che le lezioni già assegnate in SOLh non sono toccate nello scambio:

quindi SOLh+1 ⊆ ŜOL∗. Inoltre ŜOL∗ usa lo stesso numero di aule di SOL∗,
quindi è ottima. Rimane da verificare che sia anche una soluzione legale, ovvero che
scambiando le aule non abbiamo introdotto sovrapposizioni.

• Osserviamo che, poiché SOLh ⊆ SOL∗ per ipotesi induttiva e < λh+1, a
∗ >∈

SOL∗, l’algoritmo non avrebbe introdotto conflitti assegnando la lezione λh+1

all’aula a∗. Poiché λh+1 è, tra le lezioni non ancora assegnate al passo h, quella
con minimo tempo di inizio, tutte le lezioni in L devono avere un tempo di inizio
≥ λh+1.start. Quindi non creiamo sovrapposizioni aggiungendo le lezioni di L

all’aula a∗ (dopo aver rimosso da a∗ le lezioni in L∗).

• Poiché le lezioni in L∗ devono avere un tempo di inizio ≥ λh+1.end, non creiamo
sovrapposizioni aggiungendo le lezioni di L∗ all’aula a (dopo aver rimosso da a

le lezioni in L).

2. Se l’aula a è un’aula nuova (ovvero non utilizzata in SOLh), allora anche a∗ deve
essere inutilizzata in SOLh. Infatti l’algoritmo introduce una nuova aula solo quando
λh+1 non può essere messa in nessun’altra: ma se a∗ fosse stata già utilizzata, abbiamo
visto che avrebbe potuto aggiungere legalmente la lezione λh+1 all’aula a∗. Quindi
in SOL∗ nessuna delle lezioni λ1, ...λh sono state assegnate ne’ ad a ne’ ad a∗. In
questo caso basterà quindi modificare SOL∗ rinominando a∗ con a ed eventualmente

viceversa, per ottenere una soluzione ottima ŜOL∗ tale che SOLh+1 ⊆ ŜOL∗.
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Algoritmo Prim (grafo G)→ albero

1. T ← albero formato da un solo nodo s

2. CodaPriorita Q

3. for each ( vertice v in G ) do costo(v)← +∞
4. costo(s)← 0
5. for each ( vertice v in G ) do Q.insert(v, costo(v))
6. while ( not Q.isEmpty() ) do

7. u ← Q.deleteMin()
8. for each ( arco (u, v) in G ) do

9. if (w(u, v) < costo(v)) then

10. Q.decreaseKey(v, w(u, v))
11. costo(v)← w(u, v)
12. rendi u nuovo padre di v in T

13. return T

Figure 2: Algoritmo di Prim

In entrambi i casi, abbiamo quindi trovato una soluzione ottima (e legale) ŜOL∗ tale che

SOLh+1 ⊆ ŜOL∗, dimostrando l’affermazione. 2

Poiché l’algoritmo assegna un’aula a tutte le lezioni, ed usa un numero ottimo di aule,
è facilmente provato che SOLn = SOL∗.

2 Minimo albero di copertura con pesi limitati

Sia G = (V, E) un grafo non orientato connesso con pesi w sugli archi tali che w : E →
{1, 2, ...k} dove k è un intero fissato. Mostrare come calcolare un minimo albero di coper-
tura per G in tempo O(m + n k), dove n = |V | e m = |E|.

Modificheremo l’algoritmo di Prim, la cui implementazione viene mostrata in Figura 2
evidenziando le operazioni eseguite sulla coda con priorità in cui sono mantenuti i nodi e i
loro costi. Per ottenere tempo di esecuzione O(m+n k), il problema sembra essere proprio
nell’implementazione della coda con priorità. Infatti, poiché eseguiamo n operazioni di
tipo Q.insert, n operazioni di tipoQ.deleteMin ed operazioni di tipom Q.decreaseKey,
dovremo realizzare una coda con priorità tale che:

• Q.insert costa tempo O(k);

• Q.deleteMin costa tempo O(k);

• Q.decreaseKey costa tempo O(1).

Ricordate l’idea dei bucket usata nell’algoritmo di ordinamento per valori interi in [1, k]?
Useremo lo stesso principio per implementare la nostra coda con priorità!

In particolare, implementeremo la coda con priorità come un insieme di (k + 2) bucket
numerati da 0 a (k + 1). Il bucket i contiene, ad ogni istante, una lista Bi dei nodi il
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cui costo è pari ad i. Il bucket (k + 1) corrisponde ai nodi il cui costo è ancora +∞,
ovvero i nodi disconnessi dalla sorgente s nella soluzione parziale costruita. Con questa
implementazione, le operazioni Q.insert, Q.deleteMin, e Q.decreaseKey possono essere
realizzate come segue:

• Inserimento: per inserire un nodo v di costo c, basta aggiungerlo alla lista Bc. Ciò
richiede tempo O(1).

• Estrazione del minimo: un nodo di costo minimo è un qualunque nodo contenuto
nel primo bucket non vuoto. La sua ricerca costa tempo O(k), e l’estrazione consiste
nell’eliminarlo dalla lista associata al bucket e richiede tempo O(1).

• Decremento del costo di un nodo: siano c e c′ il vecchio ed il nuovo costo del nodo.
Supponiamo di avere il puntatore al nodo nella lista associata al bucket c: se la lista
e’ doppiamente concatenata, per eliminare il nodo basta tempo O(1). Anche reiserire
il nodo nella lista associata al bucket c′ richiede tempo costante.

Il problema è quindi ottenere il puntatore al nodo nella lista associata al bucket
c: scorrere la lista non è fattibile, poiché richiede tempo O(n) nel caso peggiore, e
tale operazione può essere eseguita fino a m volte. Possiamo quindi permetterci di
spendere solo tempo costante. Per fare ciò, manteniamo una struttura dati invertita
che, per ogni nodo v, mantiene il puntatore alla entry corrispondente a v nella lista
Bcosto(v). Tale puntatore viene messo a NULL quando v viene coperto ed inserito
nell’albero T .
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