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ESERCIZIO 1 (a) Si consideri la matrice

1 -1 -2
A=1|4 -3 —4].
-2 1 1

Determinare una matrice invertibile B tale che B A- B sia diagonale.

(b) Dimostrare che A e diagonalizzabile per ogni g Z e determinare una
matrice diagonale simile ad"A

SOLUZIONE: (a) Lequazione caratteristictiet(A—A-1) =0& 1+A — A% —
A3 = 0 e quindi gli autovalori della matric& sono 1 e—1. Lautospazio di
1 & generato dal vettore-1,—2,1) e l'autospazio di-1 dai vettori(1,2,0) e
(—1,0,1), quindi una matricéVl che diagonalizza per similitudine, ovvero tale
cheM~1.A.M & diagonaleg la matrice

-1 11
B=|-2 2 0
1 01

(b) Osserviamo ch@? & la matrice identica e quindi® = A pern dispari eA" &
l'identita pern pari. L'asserto segue immediatamente.



ESERCIZIO 2 Sia A la matrice
2 1
A=lo o

e sia B la matrice

Si consideri I'applicazione
L: M(2,R) — M(2,R)
definita ponendo
L(X)=A-X—-X-B

(a) Si dimostri che le un’applicazione lineare
(b) Si determini il nucleo e 'immagine di L
(c) Si determini la matrice associata ad L nella base

10 1 0] [0 -1] o 1
R R
SOLUZIONE: (@)L(X+Y)=A-(X+Y)—(X+Y)-B=A-X+A-Y—X-B—

Y B=A-X—X-B+A-Y-Y-B=L(X)+L(Y)
(b) Il nucleoe costituito dalle matrici

t.{_zz —1}

L'immagine e generata dalle immagini delle matri€i1, E10, Eo1 € ha equazione
Xo1+Xo2 = 0.
(c) La matrice richiesta:
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ESERCIZIO 3 Determinare tutti i sottogruppi di £ indicando quali sono
abeliani. Per ognuno dei sottogruppi ciclici H indicare il valore di n per cui
H e isomorfo &,.

SOLUZIONE: Gli elementi diSz sono: I'identitie, le trasposizioni1,2), (1,3),
(2,3) e glielementio = (1,2,3) et = (1,3,2) = o~ L. Oltre ai sottogruppi banali
{e} e S3 abbiamo i tre sottogruppi ciclici di ordine 2 generati dalle trasposizioni,
ognuno dei quak isomorfo & e il sottogruppo ciclico di ordine 3 generatoda
(ovvero dao), isomorfo aZ3. SiaH un sottogruppo di diverso dai gruppi ciclici
gia consideratiH deve contenere almeno due elemargib diversi dall'identig.
Non e difficile verificare cheH deve contenere almeno quattro elementi distinti,
e a bea-b. Peril teorema di Lagrange deve essere altbra Ss.



ESERCIZIO 4 (a) Sia H un sottogruppo di un gruppo G e siano aH, bH classi
laterali di H in G. Dimostrare che queste classi laterali, se hon coincidono, non
hanno elementi in comune.

(b) Siano G un gruppo e H un sottogruppo finito. Dimostrare che il numero degli
elementi di una qualunque classe laterale aliguale al numero degli elementi
di H.

(c) Siano G un gruppo finito e H un suo sottogruppo. Dimostare che I'ordine di
H & un divisore dell’'ordine di G.

SOLUZIONE: Sirimanda ai testi consigliati.



