Proprietà delle operazioni con i numeri reali.
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Operatore somma

applicazione(?) R ( R ( R tale che (a,b) ( a + b. Le proprietà sono:





1) (a + b) + c = a + (a + c)
( a, b, c ( R

(distributiva)





2) a + b = b + a

( a, b ( R

(simmetrica)





3) ( c ( R:
a + c = a
( a ( R

(elem. Neutro = 0)





4) ( a ( R, ( a1 ( R:

a + a1 = c

(opposto(?) = -a)

Operatore prodotto

applicazione(?) R ( R ( R tale che (a,b) ( a *  b. Le proprietà sono:





1) (a * b) * c = a * (a * c)
( a, b, c ( R

(distributiva)





2) a * b = b * a

( a, b ( R

(simmetrica)





3) ( c ( R:
a * c = a
( a ( R

(elem. Neutro = 1)





4) ( a ( R, ( a1 ( R:

a * a1 = c

(opposto(?) = 1/a)

Rn
Prodotto cartesiano di un insieme n per sè stesso n volte, per esempio (1, 2, 3) = elemento di R3. gli elementi di Rn possono essere pensati come punti, come punti finali di vettori applicati nell'origine oppure come rappresentanti di vettori liberi.

Vettore in Rn
elemento [a1, ..., an]. Abbiamo che [a1, ..., an] = [b1, ..., bn] se e solo se ( i, 1 ( i ( n:
ai = bi.

Somma e moltiplicazione
Viene effettuata membro a membro, per esempio:

di vettori 


(a1, a2, a3) + (b1, b2, b3) = (a1 + b1, a2 + b2, a3, + b3)

Le proprietà espresse per somma e moltiplicazione di numeri reali valgono anche per i vettori.

Interpretazione 

- fissiamo nel piano ( un punto 0 ( ( e 2 rette distinte incidenti in 0

Geometrica delle 

- fissiamo su ciascuna retta un'unità di misura delle lunghezze
operazioni in Rn

- utilizziamo una biiezione ( ( R2
Vettore applicato
Un vettore applicato AB è una coppia ordinata (A, B) di punti di Rn, dove A è dett opunt odi applicazione e B è il punto finale.

Vettore libero
classe di equivalenza di vettori applicati rispetto alla relazione:


AB = CD ( B – A = D – C. (In pratica sono vettori applicati all'origine?). l'insieme dei vettori liberi Vn è in corrispondenza biunivoca con Rn.

Retta
Una retta è un insieme di punti del tipo P = P0 + tv, dove P0 è un punto, v(0 ( V (vettori liberi) e t ( R. l'equazione r = {P | P = P0 + tv}è detta equazione vettoriale della retta. Ecco alcune osservazioni:

· una retta è determinata da un suo punto e dalla sua direzione.

· Se P0, P1 ( R allora V = P1 - P0 è un possibile vettore direzione.

· V è determinato a meno di un fattore di proporzionalità non nullo, ovvero il vettore direttore non è unico.

Insieme delle 


dati x1, ..., xn ( Rn, si indica con <x1, ..., xn> e si calcola così:
combinazioni lineari 
<x1, ..., xn> = {(1x1 + ... + (nxn / (i ( R, 1 ( i ( n}, (in pratica la 

<x1, ..., xn> 
somma di questi elementi moltiplicati per dei coefficienti (1, ..., (n). Dire che y ( <x1, ..., xn> significa che esistono (1, (n ( R tali che y = (1x1 + ... + (nxn.

Piano
un piano ( è un insieme di punti definiti da questa relazione:


( = {P | P = P0 + tu + sw} dove  P0 ( R3, u, w ( V (insieme vettori liberi) con u,w non nulli e non proporzionali e s,t ( R. Se P0, P1, P2,   sono 3 punti di ( non  allineati, si possono ricavare:  

u = P1 -  P0 e w = P2 -  P0.
Giacitura di un piano
dato un piano P = P0 + tu + sw, esso può essere scritto anche come P = P0 + <u, w>. L'insieme di combinazioni lineari <u, w> è detto giacitura del piano P. Un piano è determinato dalla sua giacitura. 
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Rette incidenti
date 2 rette r, r1 in R3, esse si dicono incidenti se la loro intersezione non è vuota.

Rette coincidenti
date 2 rette r, r1 in R3, esse si dicono coincidenti se r = r1.

Rette parallele
date 2 rette r, r1 in R3, esse si dicono parallele se r ( r1,  appartengono allo stesso piano e la loro intersezione è vuota. Nota bene: 2 rette che non si intersecano non è detto che siano parallele. 

r: P = P0 + tv, r1: P = P1 + tv1 
r || r1 ( v = (v1, 
( ( R\{0} 
Rette complanari
date 2 rette r, r1 in R3, esse si dicono complanari se sono contenute nello stesso piano.

Rette sghembe
date 2 rette r, r1 in R3, esse si dicono sghembe se non sono complanari.


Date r: P = P0 + tv, r1: P = P1 + tv1  

r, r1 sono sghembe se v, v1 non sono proporzionali e P0 – P1 ( <v, v1>

(se v, v1 fossero proporzionali, allora r, r1 sarebbero parallele) 

Piani paralleli
Due piani sono paralleli se le loro giaciture sono uguali.





(: Q0 + tu + sw, (1: Q1 + tu1 + sw1,  ( || (1 ( <u, w> = <u1, w1>

Retta parallela ad un
Una retta r è parallela al piano ( se è contenuta in un piano (1 che a 

Piano



sua volta è parallelo a (.





r: P = P0 + tv, (: P = Q0 + ku + sw, r || ( ( v ( <u, w>
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Equazione Vettoriale
Equazione scritta nella forma r: P = P0 + tv.

Equazione Parametrica
Equazione scritta nella forma: (x1, x2, x3) = (a1, a2, a3) + t (b1, b2, b3).

Equazione Cartesiana
Equazione scritta nella forma: ax1 + bx2 + cx3 + d = 0.

Equazione cartesiana
dato un piano (: P = Q0 + ku + sw è possibile associargli un diverso

del piano


tipo di equazione detta cartesiana del tipo:





( = { (x1, x2, x3) ( R3 | ax1 + bx2 + cx3 + d = 0} con (a, b, c) ( 0R3




Si ottiene risolvendo il sistema formato dalle equazioni di x1, x2, x3.

Per passare dall'equazione cartesiana a quella Parametrica si procede in maniera inversa. (come?). Non c'è modo di scrivere un'equazione sola per la retta, ce ne saranno sempre 2: quelle dei due piani che si intersecano per crearla.

Prodotto scalare in R3
applicazione del tipo R3 ( R3 ( R, che presi due  vettori ci da un numero reale. Dati X = (x1, x2, x3) e Y = (y1, y2, y3) si ha che:




     X ( Y = (x1y1 + x2y2 + x3y3).


Il prodotto scalare x ( y si indica anche come (x, y).


Il prodotto scalare ci può servire per calcolare l'angolo tra due vettori, infatti dati 2 vettori w, u abbiamo che: 

         
     u ( v = |u| * |v| * cos(
Proprietà del Prodotto
1) A*B = B*A

scalare

2) A*(B+C) = A*B +A*C



3) (xA)*B = x(A*B)

x = costante.



4) se A = 0 (vettore nullo), allora A*A= 0. se A ( 0, allora A*A > 0

Vettori ortogonali
diciamo che due vettori sono ortogonali quando il loro prodotto scalare è nullo.

Rette ortogonali
Due rette r:  P0 + tv ed r1:  P1 + tv1 sono ortogonali se v ( v1 = 0.

Retta ortogonale ad un
Una retta r:  P = P0 + tv è perpendicolare al piano (: P = P1+ tu + sw
Piano
se v ( u = v ( w = 0.

Piani paralleli
due piani ax1 + bx2 + cx3 + d = 0 e fx1 + g2 + hx3 + i = 0 sono paralleli se (a, b, c) = ((f , g , h) con ( ( R/{0}.


Se invece (a, b, c, d) = ((f , g , h, i) con ( ( R/{0}, allora sono uguali.

Vettore di giacitura n(
Data l'equazione del piano (: P = P0 + ku + sw definiamo il vettore n( = (a, b, c) tale che n( ( u = n( ( w = 0. n( è pari al vettore direzione della retta ortogonale al piano, ovvero ai coefficienti a, b, c dell'equazione cartesiana del piano  (: ax1 + bx2 + cx3 + d = 0. Stabilito questo vettore, si hanno le seguenti proprietà:


1) ( || (1  (  n(           = (n(

( ( R \ {0}


2) r || (    (  (v, n()    = 0


3) ( ((1  (  (n(, n(1) = 0 


4) r ( (   (  v = (n(


( ( R \ {0}
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Fascio di piani di Asse r
Totalità dei piani contenenti la retta r. Data la retta r





( ax1 + bx2 + cx3 + d = 0





( fx1 + g2 + hx3 + i = 0





il fascio di piani passanti per r sarà dato dall'equazione:




((ax1 + bx2 + cx3 + d) + ((fx1 + g2 + hx3 + i)        ((, () ( R2 \ {(0, 0)}

Matrice


una matrice a m righe e n

( a11, a12, ..., a1m (
colonne ad elementi reali 

|  a21, a22, ..., a2m  |

                                               è una tabella tipo:                               |           .....                |





Può venir rappresentata in

( an1, an2, ..., anm  (
Diverse maniere: Mmn(R), mRn, (A)ij = aij, oppure : A = (A1, ..., An) (colonne), (A1, ..., Am) (righe).

Addizione tra 

Viene effettuata componente per componente e può essere svolta

Matrici

solo quando le due matrici hanno le stesse dimensioni.

Prodotto di una
Viene effettuato moltiplicando ogni elemento della matrice per la 

Costante per una matrice    costante.
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Prodotto righe per
Si può effettuare quando il numero di righe della prima matrice è

Colonne (scalare?) 

uguale al numero di colonne della seconda. Date 2 matrici A m(n e B
(Moltiplicazione matrici?)  n(s, gli elementi della matrice prodotto si ottengono moltiplicando  i 

vettori riga di A per i vettori colonna di B(dunque moltiplicando i singoli elementi del vettore e poi addizionandoli per ottenere l’elemento della matrice prodotto) ottenendo così una matrice m(s.

Proprietà


1)   (AB)C =A(BC)





2)   (A + B)C = AC + BC





3)   A(B + C) = AB + AC





4)   ((AB) = ((A)B = A((B)


(( ( R


5)   (A + B)2 = (A + B)(A + B) = A2 + AB +BA + B 2    (A , B) ( Mmn

Sistema lineare
Un sistema lineare di n equazioni in m incognite è un sistema del tipo:


( a11x1 + a12x2  + ...  + a11xn = b1

( a21x1 + a22x2  + ...  + a21xn = b2
                                   ( 

.........

    
( am1x1 + am2x2 + ...  + amnxn = bm
Il sistema non è altro che AX = B, con A matrice dei coefficienti (a11, ..., anm) , X vettore delle incognite (x1, ..., xn)e B vettore dei termini dati (b1, ..., bm).

Sistema compatibile

un sistema lineare è compatibile se possiede almeno una soluzione.

Sistema omogeneo
Un sistema si dice omogeneo se i termini dati (b1, ..., bm) sono nulli. Un sistema omogeneo è sempre compatibile.

Matrice completa di
Matrice ottenuta prendendo la matrice dei coefficienti e aggiungendo

Una sistema lineare
come ultima colonna il suo vettore dei termini dati, si indica con (A\B)

Proprietà 1dei sistemi
Sia AX = B un sistema lineare (A matrice dei coefficienti, X vettore 

lineari 


incognite, B vettore termini dati): 





AX = B è compatibile se e solo se il vettore dei termini dati appartiene





All'insieme delle combinazioni lineari di A.





AX = B compatibile ( B ( <A1, ..., An>





Dimostrazione:


se B ( <A1, ..., An> allora AX = B è compatibile




Supponiamo che B ( <A1, ..., An>, allora esistono x1, ..., xn ( R tali 

che B = x1A1 + ... + xnAn (definizione di insieme delle combinazioni lineari). Posto X =  x1, ..., xn si ha che AX =B, dunque il sitema è compatibile.

Se AX = B è compatibile  allora B ( <A1, ..., An>

Se il sistema è compatibile allora AX = B e X = x1, ..., xn. Il che implica che B = A1x1 + ... + Anxn, dunque B ( <A1, ..., An>.

Proprietà 2 dei sistemi
Sia Sol(A, B) l'insieme delle soluzioni del sistema lineare con matrice Lineari 


dei coefficienti A e vettore dei termini dati B:

Se X0 ( Sol(A, B) allora  Sol(A, B) = X0 + Sol(A, 0)

Dimostrazione

Proveremo che X0 + Sol(A, 0) ( Sol (A, B), Sia y ( Sol (A, 0) (cioè AY = 0), A(X0 + y ) = AX0 + Ay = B + 0 = B ( X0 + y ( Sol(A, B). Viceversa, adesso si deve provare che ogni Sol di AX = B si scrive come X = X0 + Z dove Z ( Sol(A, 0)
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Proprietà 3 dei sistemi 
Le seguenti operazioni non cambiano le soluzioni di un sistema:

lineari



1) scambiare di posto due equazioni.

2) moltiplicare i termini di un'equazione per una costante ( ( 0( R.   

3) sommare ad un'equazione un multiplo di un'altra.

Esse equivalgono alle seguenti operazioni svolte con la matrice associata al sistema lineare preso in considerazione:

1) scambiare due righe della matrice.

2) Moltiplicare una riga della matrice per una costante ( ( 0( R.

3) Sommare a una riga ( volte un'altra riga della matrice, con ( ( R 

Matrice in forma a scalini
Una matrice si dice in forma a scalini se è del tipo:

           ( 0  1   a13  a14  a15  (  -  o ci sono tutti zeri o il primo elemento dopo lo

|  0  0  1     a24  a25    |      zero è "1".

|  0  0   0    1     a35   |  -  se c'e una riga formata da zeri, le righe sotto

|  0  0   0     0    1     |     devono contenere solo zeri.

           ( 0   0   0    0     0    (  -  preso un "1" nella matrice, il prossimo "1" 

   deve trovarsi nella riga sotto 1 o più caselle a 

   destra.

Proprietà della matrice
Intendiamo per A1, ...., An le righe della matrice:
A scalini


1) Se Ai ( 0, il primo elemento non nullo è "1".
2) Se Ai = 0, Aj = 0 ( i > j.

3) Se Ai ( 0 il primo "1" di Ai + 1, se esiste, appare in una colonna di   

                                                    indice maggiore a quella in cui appare il primo "1" di Ai,

Matrice a scalini

Una matrice a scalini si dice ridotta se soddisfa le seguenti regole:

ridotta
4) ( i tale che Ai ( 0, la colonna in cui appare il primo "1" di Ai è del 

    tipo: (0 0 0 0 1 0 0 0 0), dopo l'"1" ci sono solo zeri. Es.

    ( 0      0      1     0      0  (  

             


     |  0     0      0    1      0    |      

    ( 0      0       0    0      0  (
La matrice a scalini ridotta è la forma più bassa in cui si può ridurre una matrice per risolverla.

Matrici equivalenti
Due matrici si dicono equivalenti per righe  se esiste una sequenza finita di operazioni elementari che manda l'una nell'altra.

Rango di una matrice
Data una matrice A ( Mm,n il rango di A è il numero di righe non nulle della forma a scalini di A.

Teorema 1 sulle matrici
Data una matrice A ( Mm,n, A è equivalente ad un'unica matrice a scalini ridotta.

Teorema di
Il sistema AX = B ha soluzioni se e solo se  il rango di

Rouche – Capelli 
A (matrice completa) è uguale al rango della matrice dei coefficienti. In tal caso, esiste una corrispondenza biunivoca:


(# di incognite del sistema) – (rango matrice completa) = Sol(A, B)
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Proposizione 1 sulle
Sia A ( Mmn,
matrici
se esiste una sequenza finita di operazioni sulle righe che trasforma A in una matrice A1 in forma a scalini ridotta,


allora la matrice A1 l'unica forma a scalini ridotta equivalente ad A.


Dimostrazione


1 – prendiamo la prima colonna che contiene un elemento a ( 0.


2 – scambio la riga dove si trova a con la prima riga.


3 – con operazioni elementari del tipo 3 (sommo ad un riga della 

matrice ( volte un'altra riga) rendo nulli gli elementi nella colonna   contenente a, che si trovano dalla seconda riga all'ultima.

4 – moltiplico la prima riga per 1/a.

5 – itero il procedimento sulla sottomatrice ottenuta eliminando la 

      prima riga e la prima colonna.

A questo punto abbiamo una matrice ridotta in forma a scalini.


Dobbiamo ridurla in forma a scalini ridotta.


6 – itero il procedimento 3 a partire dalla colonna che contiene il pivot 

     di indice di riga massimo e poi considerando le altre colonne.

Numeri complessi
Insieme di numeri formato nel seguente modo: si prende un numero i che per definizione abbiamo: i2 = -1. Definiamo l'insieme C come:


C = { a + ib | a, b ( R}





(In pratica è una versione camuffata di R2?)

a viene detta parte reale e b parte immaginaria, i numeri complessi non hanno ordinamento inoltre esiste una funzione iniettiva che ad ogni punto del piano associa un numero complesso.

Addizione di numeri 
Viene definita come (a + ib) + (c + id) = ( a + c) + i(b + d).

Complessi

Moltiplicazione  di 

Viene definita come (a + ib) * (c + id) = ( ac – bd) + i(bc + ad)
Numeri Complessi

Parte intera di un

se z = a + ib è un numero complesso, la sua parte intera è definita

Numero complesso

come: |z| =   (a2 + b2)1/2.











          _


Complementare di un
dato un numero z = a + ib, il suo complementare è z = a – ib.
Numero complesso

Proprietà dei numeri 
1)   i2 
= 
(0 + i*1)*(0 + i*1) 
= 
-1 + (i*0).
Complessi


2)   z + 0 = z 




(0 = 0 + i0)

3) z = a + ib, -z = -a – ib

4) z * 1 = z   




( 1 = 1 + i0)

5) z –1 = _ zc_  = ___a__   -  __ib__ 

(zc = complementare di z)
           zc2        a2 + b2      a2 + b2
6) z * z –1 =  z*zc = _|z|2 = 1

|z|2       |z|2

Spazio vettoriale
Uno spazio vettoriale V su un corpo K è un insieme non vuoto che supporta le seguenti applicazioni:


V ( V ( V;
K ( V ( V;
(v1, v2) ( v1 + v2;
((, v) ((v;


(in pratica supporta l'addizione di elementi e la moltiplicazione tra elementi oppure moltiplicazione per costanti)


In modo che valgano le seguenti proprietà:


1) ( u,v,w ( V    
(u+v)+w = u+(v+w)
       (V= spazio vettoriale)



2) ( u, w ( V

u + w = w + u



3) ( 0 ( V:

( u ( V:
0 + u = u + 0 = u



4)  ( u ( V:

u + (-1u) = 0



5) c = costante

c(u + w) = cu + cv



6) a, b numeri

(a + b)v = av + bv

(v ( V)



7) a, b numeri

(ab)v = a(bv)



8) ( u ( V

1*u = u
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Sottospazio vettoriale
Sia V uno spazio vettoriale su K, W è un sottospazio di V se W ( V e W è uno spazio vettoriale rispetto alle generazioni indotte da quelle di V.


V ( W ( V ( V ( V  ( W ;   (w1, w2) ( w1w2;   (v1, v2) ( v1 + v2;


((, v) ( (v;      K ( V ( V;   K + W = W, ((, w);     ((, w) ( (w;

in pratica un sottospazio è un sottoinsieme di uno spazio vettoriale che gode delle seguenti proprietà:



1) se u, w (  W
(
u + w ( W





2) se u, w (  W
(
u * w ( W

3) 0 ( W

Proposizione 1 sui 
( = W ( V è un sottospazio ( (w1 + (w2 ( W  

sottospazi 
( w1, w2 ( W, ( (, ( ( K.

Osservazioni sui 

1) W ( ( ( 0v ( W

Sottospazi


2) W non è un sottospazio se ( (, ( ( K, ( w1, w2 ( W tali che 

    (w1 + (w2 ( W

3) se 0v ( W allora W non è un sottospazio di V.

4) l'insieme dei polinomi di grado fissato non è un sottospazio, 

es. t3 + (-t3 + t2) = t2.

Proposizione 2 sui

sia A ( Mmn,  e B ( Kn  

Sottospazi


W = { x ( Kn | AX = B} è un sottospazio di Kn ( B = 0Kn




Dimostrazione





B = 0Kn ( W = { x ( Kn | AX = B} è un sottospazio di Kn
Per dimostrare ciò dobbiamo vedere che per ogni x1, x2 ( W, per ogni (, ( ( K, risulta (x1 + (x2 ( W.

x1 ( W ( Ax1 = 0,  x2 ( W ( Ax2 = 0

A((x1 + (x2) = (Ax1 + (Ax2 = 0 ( (x1 + (x2 ( W

Viceversa, se B ( 0, allora W non è un sottospazio perchè 0kn ( W.

Trasposizione di una 
Si tratta di una trasformazione Mmn ( Anm e si indica A ( At.

Matrice


esempio di trasposizione:
       ( 1 1  -1  (   
( 1  2 (
      







       ( 2  3  4  (    (
|  1  3  |












( -1 4 (
Matrice simmetrica
sia V = Mmn(K), S tn = {A ( V | A = At} Una Matrice si dice simmetrica quando coincide con la sua trasposta.

Matrice antisimmetrica
sia V = Mmn(K), S -n = {A ( V | A = -At} Una Matrice si dice antisimmetrica quando coincide con la sua trasposta cambiata di segno
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Traccia di una 
la traccia di A ( M mn(K) è uguale alla somma degli elementi presenti

matrice 
sulla diagonale. Viene indicata con tr(A).

Proposizione 3 sui

se V è uno spazio vettoriale r U, W sono sottospazi di V
Sottospazi


allora:

1) U ( W è un sottospazio di V.

2) U + W = {u + w | u( U, w ( W} è un sottospazio di V.

Dimostrazione

1)

Proprietà 1 dei sottospazi:

Consideriamo v1, v2 ( U ( W e (, ( ( K, vogliamo provare che (v1 + (v2 ( U ( W.

(v1 + (v2 ( U (se penso v1, v2 come elementi di U), (v1 + (v2 ( U (se penso v1, v2 come elementi di W), ciò implica che: (v1 + (v2 ( U ( W

Proprietà 3 dei sottospazi:

0 ( U(W (perché 0 ( U e 0 ( W in quanto sottospazi di uno spazio vettoriale, prop. 1 dei sottospazi), ciò implica che U ( W ( (.

Proprietà  dei sottospazi:

stesso ragionamento fatto per la proprietà 3.

2)





v1 = u1 + w1, 

u1 ( U, w1 ( W





v2 = u2 + w2, 

u2 ( U, w2 ( W





(v1 + (v2 = ((u1 + w1) + ((u2 + w2) = (u1 + (w1 + (u1 + (w1 =





= (u1 + (w1 (( U)  + (u1 + (w1 (( W) ( U + W.

Spazio generato da V
Dato V spazio vettoriale e v1, ..., vn ( V, definiamo spazio generato da V l'insieme delle combinazioni lineari v1, ..., vn.


< v1, ..., vn> = {(1v1 + (2v2 + ... + (nvn | (i ( K, 1( i ( n}

Proposizione 1 sugli
<v1, ..., v2> è un sottospazio di V
Spazi generati da V


Dimostrazione


Siano u, v ( <v1, ..., vn>, (, ( ( K. Dobbiamo verificare che (u + (v ( <v1, ..., vn>, cioè che esistono x1, ..., xn ( K tale che (u + (v = x1v1 + ... + xnvn. 


u ( <v1, ..., vn> ( u = (1v1 + ... + (nvn


v ( <v1, ..., vn> ( v = (1v1 + ... + (nvn


(u + (v = (((1v1 + ... + (nvn) + (((1v1 + ... + (nvn) = 


(((1 + ((1)v1 + (((2 + ((2)v2 + ... + (((n + ((n)vn

      (x1)

(x2)
      ...
        (xn)

Generatori di V
i vettori v1, ..., vn ( V si dicono generatori per V se V = < v1, ..., vn>.


V si dice finitamente generato se esiste un insieme finito di generatori per V.
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Osservazione 1 sui 
prendiamo un spazio K[t] = < 1, t, ..., tk >. K[t] non è finitamente 

generatori di un spazio 
generato se esiste per assurdo un insieme finito {p1, ..., pn} di generatori, posto s = max grado di Pi ( 1 ( i ( k ) abbiamo che

ts + 1 ( < p1, ..., pk >

Osservazione 2 sui

v = Kn W = {x ( Kn | Ax  = 0}A ( Mmn(K).
Generatori di uno spazio
il procedimento di risoluzione del sistema individua un insieme di generatori per W formato da m – rk(A) elementi.

Matrice triangolare 
Si indica con T+n ed è la matrice che gode della seguente proprietà:

superiore
T+n {A ( Mmn | (A)ij = 0 ( i > j}  

Matrice triangolare 
Si indica con T-n ed è la matrice che gode della seguente proprietà:

inferiore
T-n {A ( Mmn | (A)ij = 0 ( i < j}

Matrice diagonale
si indica con Dn ed è la matrice formata da tutti elementi nulli tranne quelli sulla diagonale, ovvero T +n ( T -n.

Vettori linearmente 
Sia V uno spazio vettoriale su K v1, ..., vn si dicono linearmente 

indipendenti
indipendenti se: (1v1 + (2v2 + ... + (nvn ( (1 = ... = (n = 0. L'unico modo di annullare la soma dei vettori e di moltiplicarli tutti per 0.

Vettori linearmente 
Sia V uno spazio vettoriale su K v1, ..., vn si dicono linearmente 

dipendenti
dipendenti se: ( (1,  ..., (n non tutti nulli tali che  (1v1 + (2v2 + ... + (nvn = 0. esistono una serie di costanti (1,  ..., (n non tutte nulle tramite le quali è possibile annullare la somma dei vettori.

L'insieme costituito da 1 solo vettore è linearmente indipendente se non è nullo.

Proposizione 1 sui

se v1, ..., vn sono linearmente indipendenti ed abbiamo che:
Vettori linearmente

x1v1 + x2v2 + ... + xnvn = y1v1 + y2v2 + ... + ynvn
Indipendenti


allora x1 = y1, ..., xn = yn,





Dimostrazione

x1v1 + ... + xnvn = y1v1 +  ... + ynvn ( 

(x1v1 - y1v1) + ... + (xnvn - ynvn) = 0 ( (x1 – y1)v1 + (xn – yn)vn = 0

( x1 – y1 = ... = xn - yn    (  x1 = y1, ..., xn = yn.

Base



{v1, .., vn} è una base dello spazio vettoriale  V se:

1) V = < v1, .., vn > (v1, .., vn generano V)

2) v1, .., vn sono linearmente indipendenti.

Proposizione 1 sulle

{v1, .., vn} è una base dello spazio vettoriale  V se e solo se ogni 

Basi



vettore di V si scrive in modo unico come combinazione di v1, .., vn
Dimostrazione

(solo se)

Se {v1, .., vn}è una base, allora per la prop. 1 delle basi, è un insieme di generatori. Quindi dato v ( V esistono (1, ..., (n tali che v = (1v1 + (2v2 + ... + (nvn. se poi v = x1v1 + x2v2 + ... + xnvn = y1v1 + y2v2 + ... + ynvn. allora per la prop. 1 dei vettori linearmente indipendenti abbiamo che x1 = y1, ..., xn = yn, cioè che la scrittura è unica.





(se)

viceversa supponiamo che ogni v si scriva in modo unico come combinazione lineare di v1, ..., vn. Allora in particolare V = <v1, .., vn> e quindi viene soddisfatta la proprietà 1 delle basi, inoltre essendo l'ipotesi per v = 0v, (1v1 + (2v2 + ... + (nvn = 0v = 0v1 +  ... +0vn e quindi anche la prop. 2 delle basi è soddisfatta.

Osservazione 1 sulle

Sia V uno spazio vettoriale e B = {v1, .., vn} una sua base, posso 

Basi
definire un'applicazione YB V ( Kn. L'applicazione così definita è biunivoca.
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Teorema 1 sulle basi
se V ( {0} è uno spazio vettoriale (finitamente generato), allora esiste una base di V.

Teorema 2 sulle basi

se abbiamo 2 basi dello stesso spazio vettoriale V finitamente generato





Allora le due basi hanno lo stesso numero di elementi.

Base standard in Rn

viene indicata con: {ei}n.

Proposizione 2 sui 

1) v ( V è indipendente ( v ( 0

Vettori linearmente 

dimostrazione

Indipendenti


(V = 0 ( ( = 0 ( V ( 0v, perché se v = 0v, (0v = 0v ( (.





2) v, w, ( V non nulli sono indipendenti ( non sono proporzionali





dimostrazione (solo se)





se w = (v (( ( 0), w - (v = 0v.





(se)





( ((, () ( (0, 0) tali che (v + (w = 0v.





se ( ( 0 
v = -((/()w, 
se ( ( 0
w = -((/()v

Proposizione 1 sui

v1, ..., vn ( V sono linearmente dipendenti ( uno di essi è 

Vettori linearmente

combinazione lineare degli altri.

dipendenti





Dimostrazione




(solo se)

supponiamo v1, ..., vn linearmente dipendenti, ciò implica che ( ((1, ..., (n) ( Rn, ((1, ..., (n) ( 0Rn tale che (1v1 + (2v2 + ... + (nvn = 0v perché ((1, ..., (n) ( 0Rn, ( i, 1 ( i ( n tale che (i ( 0.

(ivi  = - (1v1 - ... - (i-1vi-1 - (i + 1vi + 1 - ... - (nvn

(ivi  = - (1v1 - ... - (i-1vi-1 - (i + 1vi + 1 - ... - (nvn

                     (i
         (i                (i                             (i

quindi: vi ( < v1,..., vi-1, vi + 1, ..., vn >

(se)


viceversa supponiamo che un certo vettore sia combinazione lineare degli altri, quindi: vj ( < v1,..., vj -1, vj + 1, ..., vn >. Ciò implica che

( (1, ..., (j – 1, (j + 1, ..., (n tali che 

vj  =  (1v1 + ... + (j - 1vj - 1 + (j + 1vj + 1 + ... + (nvn

0v   =  (1v1 + ... + (j - 1vj - 1 + vj + (j + 1vj + 1 + ... + (nvn
((1, (2, ..., (j – 1, - 1, (j + 1, ..., (n) ( 0Rn ( v1, ..., vn lin. Dipendenti.

Lemma 1 sulle 

se v( < v1, … , vn > allora < v1, … , vn > = < v, v1, … , vn >

Combinazioni lineari

Dimostrazione

Ovviamente < v1, … , vn > ( < v, v1, … , vn >, dobbiamo dimostrare che < v, v1, … , vn > ( < v1, … , vn >.

y ( < v, v1, … , vn > ( y = (1v1 + (2v2 + ... + (nvn =  

(((1v1 + (2v2 + ... + (nvn) + (1v1 + (2v2 + ... + (nvn =

(((1v1 + (1 )v1 + ... + (((nvn + (n )vn
Proposizione 2 sui

se abbiamo  v1, … , vn vettori non tutti nulli linearmente dipendenti,

Vettori linearmente

allora esiste un sottoinsieme v1, … , vik di tali vettori formato da 

Dipendenti


elementi linearmente dipendenti tali che: <v1, … , vn > = <v1, … , vik>





Dimostrazione





Poniamo W = < v1, … , vn >: dato che non sono tutti nulli, W ( {0},

dalla pror. Precedente sappiamo che ( j = vj ( < v1, …, vj, ... , vn > (vj levato). Dal lemma precedente possiamo dire che W = < v1, …, vj, ... , vn >. Ora se ( < v1, …, vj - 1, vj + 1, ... , vn > sono lin. Dipendenti abbiamo finito, altrimenti:

( K : vk ( < v1, …, vj, ... , vn >.

Dal lemma W = < v1, …, vj, vk, ... , vn >, itero il procedimento, non posso scartare tutti i vettori perchè W ( {0} quindi alla fine del procedimento ottengo W = < vi1, ... , vik > con vi1, ... , vik linearmente dipendenti.

Corollario


Ogni spazio vettoriale V ({0} finitamente generato ammette una base.





Dimostrazione
Per ipotesi  w1, ..., wk tali che V = < w1, ..., wk > se w1, ..., wk sono linearmente indipendenti sono una base, altrimenti applichiamo la proposizione precedente.
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Teorema 3 sulle basi
sia V uno spazio vettoriale su K, {v1, ..., vn} una base di V se m > n allora m qualsiasi vettori sono linearmente dipendenti.

Dimensione di uno spazio
numero di elementi di cui è composta la sua base.

Vettoriale

Corollario
Sia V uno spazio vettoriale finitamente generato ( V ( {0}). Due qualsiasi basi di V hanno lo stesso numero di elementi.


Dimostrazione
Siano {v1, ..., vn} e {v1, ..., vm} basi di V. Dal teorema 3 ho n ( m. se prendo  {v1, ..., vn} base, mentre abbiamo m ( n se prendo {v1, ..., vm} come base. Da ciò viene che m = n.

Lemma 1 sui vettori

siano v1, ..., vk vettori linearmente indipendenti e sia v ( < v1, ..., vk > 

Linearmente indipendenti
allora abbiamo che  v, v1, ..., vk  sono linearmente indipendenti,





Dimostrazione

Supponiamo per assurdo che v, v1, ..., vk siano linearmente dipendenti, allora esistono scalari x, x1, ..., xk non nulli tali che: 

xv + x1v1 + ... + xkvk = 0v

deve essere per forza x ( 0, perchè se x = 0 la relazione precedente diventa: x1v1 + ... + xkvk = 0v ( x1 = x2 = ... = xn = 0, dato che v1, ..., vk sono indipendenti, ma allora x = x1 = x2 = ... = xn = 0. Ciò è assurdo perchè avevamo supposto che gli scalari erano tutti nulli, quindi x ( 0.

Ma se ciò è vero abbiamo che: v: -x1v1 - ... – xk ( <v1, ..., vk> contro la nostra ipotesi

        x                x

Proposizione 3 sui vettori
Sia V uno spazio vettoriale su K, con dim V = n. se v1, ..., vk (k < n)

Linearmente indipendenti
sono vettori linearmente indipendenti, esistono vk + 1, ..., vn ( V tali che {v1, ..., vk, vk + 1, ..., vn } è una base di V.


Dimostrazione


Osserviamo che v1, ..., vk non possono essere generatori per V altrimenti essendo indipendenti sarebbero una base con k < n = dim V elementi (impossibile!). siccome < v1, ..., vn > ( V, per il lemma 1, v1, ..., vk, vk + 1 sono linearmente indipendenti. Se sono una base abbiamo finito, altrimenti ( vk + 2 ( V tale che vk + 2 ( < v1, ..., vk + 1 > per il lemma v1, ..., vk + 1, vk + 2 sono indipendenti, e così si ripete il procedimento, che dura n – k iterazioni.

Osservazione sulle
Sia V uno spazio vettoriale  e siano U, W due sottospazi di V:

basi
 U + W = { u + w | u ( U, w ( W}. Se {u1, ..., uk } base di U e {w1, ..., wn } base di W, allora U + W = < u1, ..., uk, w1, ..., wn >  (quest'ultima non è una base in generale)

Teorema 1 sulla dim.
Siano U, W sottospazi di V, spazio vettoriale finitamente generato.

Di uno spazio vettoriale
Allora dim (U + W) = dim(U) + dim(W) – dim(U(W).

Somma diretta
Siano U, W sottospazi di V, diciamo che la somma U + W è diretta (notazione U ( W) se U ( W = {0}. dim(U ( W) = dim U + dim W


Diciamo anche che V è somma diretta di U, W se V = U ( W, cioè:

1) V = U + W

2) La somma è diretta
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A = (A1, ..., An)
in questa maniera vengono indicate le colonne della matrice A, per indicare le righe si scrive: A = (A1, ..., An).

Aij ( Mm-1n-1
sia A ( Mmn, si indica con Aij ( Mm-1n-1 la matrice ottenuta da A cancellando la riga i e la colonna j.

D(A)
determinante della matrice A, si indica anche con det(A), oppure |A|.

Teorema 1 sui
Esiste un'unica funzione di Mmn(K) ( K tale che:

determinanti


1) D(A1, ..., An) = 0 se Ai = Aj per i ( j.





2) supponiamo che A = (x + (y
(, ( ( K
x, y ( Kn
allora D(A1, ..., Ai, ..., An) = (D(A1, ..., Ai - 1, x, Ai + 1, ..., An) +  (D(A1, ..., Ai - 1, y, Ai + 1, ..., An).





3) D(Im) = 1





(Im = identità)





Dimostrazione
Per dimostrarne l'esistenza si fa vedere che la seguente funzione definita induttivamente verifica le proprietà 1), 2), 3)

 

base:

     a( K = M11(K), D(a) = a, 





             


 


    n

induzione:           A ( Mmn fissato i 1 ( i ( n,  D(A) = ( (-1)i+j aijD(Aij)


    j=1

Determinante di una

data una matrice (a
b( il suo determinante è ad – bc.

Matrice 2x2




    (c
d(
Proprietà dei


1) det(A) = det(At) 
 

Determinanti


2) det(AB) = det(A)*det(B)


(Teorema di Binet)?

3) det(A + B) ( det(A) + det(B)

Osservazione sui

1) Se A ha una riga o una colonna di zeri, allora det(A) = 0

Determinanti
2) Le operazioni elementari di tipo I cambiano eventualmente il segno  

    del determinante, le operazioni elementari di tipo III non cambiano  

     il determinante, mentre le operazioni di tipo II preservano la 

     proprietà det(A) ( 0.

     Operazione I:     Ri  ( Rj


         (scambio di 2 righe)

     Operazione II:   Ri ( (Ri



( ( 0 ( K    

     Operazione III:  Ri ( Rj + (Ri


( ( K

3) Se abbiamo una matrice triangolare inferiore (tutti zeri sotto la  

    diagonale) det(A) = (1* ... * (n, dove (1, ..., (n sono gli elementi        

    della diagonale.

Teorema 2 sui 

V1, ..., Vn ( Kn sono linearmente indipendenti ( il determinante 

Determinanti
della matrice che ha tali vettori per righe (o colonne) è diverso da zero.

Proposizione 1 sulla 
Sia V uno spazio vettoriale su K con dim V = n, allora:

Dimensione di uno s. v.
1) n generatori sono una base di V.


2) n vettori linearmente indipendenti sono una base.


Dimostrazione 

1) per assurdo: se gli n generatori fossero dipendenti potrei scartarne qualcuno e ottenere in tale caso una base con meno di n elementi, il che è assurdo.

2) Se gli n vettori non fossero generatori potrei completarli ad una base con più di n elementi, anche ciò è assurdo. (vedi teoremi precedenti)

Teorema 3 sui 

sia A ( Mmn una matrice, il rango di A è pari a p se e solo se:

determinanti
1) tutte le sottomatrici quadrate (p + 1) x (p + 1) hanno determinante nullo.


2) esiste una sottomatrice quadrata p ( p con determinante non nullo.


In particolare il rango di A è ( se e solo se vale solo la 1.
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Teorema 4 sulle basi
Sia V uno spazio vettoriale, {v1, ..., vn} una base di V, w1, ..., wn + 1 elementi qualsiasi in V. Allora w1, ..., wn + 1 sono linearmente indipendenti. Se in V abbiamo una base di n elementi e prendiamo n+1 elementi, questi sono sicuramente linearmente indipendenti.


Dimostrazione


w1 = a11v1 + ...+ a1nv


         ................


wn+1 = an+11v1 + ...+ an+1nvn


ove a11, a12, ... etc. Sono scalari univocamente determinati.


A =(aij), A ( Mn+1m
At ( Mnm+1


Considero AtX = 0 x ( Kn+1

Siccome il numero delle incognite è maggiore del numero di equazioni ( x ( Rn+1 /{0} tale che AtX = 0


x = (x1, ..., xn) + (0, ..., 0)


n+1
          n+1      n
                  n   n+1


( xiwi   =   ( xi ( aijVj    =    ( ( aijxivj

i=1
         i=1       j=1
                j=1 i=1


siccome Atx = 0
( (At)ij xi =  ( aij xj = 0


ciò significa che il risultato di ( xiwi = 0

Proposizione sui 4 
1) se U, W sono sottospazi di V della stessa dimensione e U(V allora 
sottospazi
    U = W


2) se U è un sottospazio di V esiste un sottospazio W di V tale che V = U ( V (somma diretta)


Dimostrazione

1) ovvio dal teorema del completamento a base.

2) sia {w1, ..., wk una base di U, se U = V non c''e niente da dimostrare, altrimenti siano vk+1, ..., vn vettori di V che completano u1, ..., uk a una base di V. Poniamo <vk+1, ..., vn> allora V = U ( V

Applicazione lineare
Siano V1, V2 spazi vettoriali su K. Un'applicazione F: V1 ( V2 si dice lineare se F((v + (w) = (F(v) + (F(w), ( (, ( ( K, ( v, w, ( V1,

Osservazione 1 sulle
Se F: V ( W è lineare, allora F(0v) = 0w.

applicazioni lineari


Dimostrazione


0v = 0v + 0v
( F(0v) = F(0v + 0v)
( F(0v) = F(0v) + F(0v) (

( F(0v) - F(0v) = F(0v) (
0w = F(0v) - F(0v) ( 0w = F(0v)

Nucleo di un'applicazione
Il nucleo di un'applicazione lineare F: V ( W (scritto anche ker(F)), è 

lineare



pari a: ker(F) = {v( V | F(v) = 0w}

Immagine di un'

Im(F) = {w ( W | ( v ( V: F(v) = w}

applicazione lineare
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Osservazione 1 sulle
per ogni applicazione F: A ( B F è suriettiva se e solo se B = Im(F)

applicazioni

Proposizione 2 sulle 
Data un'applicazione lineare F: V ( W, F è iniettiva ( ker(F) = {0v}

applicazioni lineari


Dimostrazione


(solo se)


supponiamo F iniettiva e dimostriamo che il nucleo è 0, facciamo vedere che se v ( Ker(F) ( v = 0v F(0v) = 0w  v ( ker(F) ( F(0) = 0w


( v = 0v

(se)


viceversa supponiamo che kerF = {0v} e mostriamo che F è iniettiva. Dobbiamo verificare che F(v1) = F(v2) ( v1 = v2 (v1, v2 ( V)


F(v1) = F(v2)  ( F(v1) - F(v2) = 0 ( F(v1 - v2) = 0 ( v1 -v2 ( ker(F) = {0} ( v1 - v2 = 0 (  v1 =  v2

Teorema della nullità
se abbiamo F: V ( W applicazione lineare, V, W spazi vettoriali con 

+ rango
dim(v)  < ( allora:




dim ker(F) + dim Im(F) = dim V


Dimostrazione

poniamo n = dim(V) e sia {v1, ..., vk} una base di ker(F). Se k = n allora V = ker(F) f(v) = 0 ( v ( V pertanto Im(F) = {0w}.


dim Im(F) = 0 il teorema è vero in questo caso,


altrimenti k < n e possiamo completare (v1, ..., vk) a una base di V tramite vettori vk+1, ..., vn: {u1, ..., uk (base kerF), uk+1, ..., un} base di V


poniamo wk+1 = F(vk+1), ..., wn = F(vn) dimostriamo che {wk+1, ..., wn}


è una base di Im(F). Questo conclude la dimostrazione del teorema, dato che dim Im(F) = n-k ( dim V - ker(F).

Proposizione A
se wk+1, ..., wn sono linearmente indipendenti (k+1wk+1 + ... + (nwn = 0


allora (k+1 = ... = (n = 0


Dimostrazione


F è lineare: F((k+1vk+1 + ... + (nvn) = 0, (k+1vk+1 + ... + (nvn ( ker(F) quindi( (1, ...., (k ( K tali che (k+1vk+1 + ... + (nvn = (1u1 + .... + (kuk


(1u1 + .... + (kuk - (k+1vk+1 - ... - (nvn = 0, poiché {u1, ..., uk, vk+1, ..., vn}


è una base di V, ne segue (1 = (2 = ... = (k = (k+1 = ... = (n = 0

Proposizione B 
wk+1 + ... + wn generano Im(F) w ( Im(F), esiste v ( V: F(v) = w chiaramente v = (1u1 + .... + (kuk - (k+1vk+1 - ... - (nvn


W = F(v) = F((1u1 + .... + (kuk - (k+1vk+1 - ... - (nvn) =


= (1 F(u1) + .... + (k F(uk) - (k+1 F(vk+1) - ... - (n F(vn)


=  (k+1wk+1 - ... - (nwn
Corollario
dati F: V ( W è lineare dim(V) < (, dim(w) < (

1) se dimV  > dim W

F non può essere iniettiva


2) se dim V < dim W 

F non può essere suriettiva


3) se dim V = dim W

F iniettiva ( F suriettiva


Dimostrazione


dim (V) = dim fer(F) + dim Im(F)

1) se F è iniettiva dim ker(F) < 0, per cui dim (V) = dim ker(F) ( dim 

W

2) se F è suriettiva Im(F) = W, per cui dim (V) = dim(W) + dim Im(F) ( dim(W)

3) segue da 1) e 2)

Proposizione 3 sulle
F: V ( W è lineare, v1, ..., vk  ( V

applicazioni lineari
1) se F(v1), ..., F(vk) sono linearmente indipendenti allora v1, ..., vk sono linearmente indipendenti.


2) se F è iniettiva e v1, ..., vk sono linearmente indipendenti, allora F(v1), ..., F(vk) sono linearmente indipendenti.


Dimostrazione

1) data l'ipotesi (v1 +  ... + (vk = 0 la tesi è (1 = ...= (k = 0

F((v1 +  ... + (vk) = F(0); (F(v1) +  ... + (F(vk) = 0w per l'ipotesi.

2) (F(v1) +  ... + (F(vk) = 0w  tesi (1 = (2 = ... = (k = 0
F((1v1 + .... + (kvk) = 0w;  (1v1 + .... + (kvk ( ker(F) ma F è iniettiva, dunque ker(F) = {0v} e (1v1 + .... + (kvk = 0v ma per ipotesi 

(v1 +  ... + (vk = 0.

Isomorfismo
applicazione lineare F: V ( W sia iniettiva che suriettiva,  Due spazi vettoriali V1, V2 si dicono uguali se esiste un isomorfismo F: V1 ( V2
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Proposizione 4 sulle 
sia F: V ( W un'applicazione lineare, se {v1, ..., vn} è una base di V, 
applicazioni lineari
allora Im(F) = < F(v1), ..., F(vn) >


Dimostrazione


w ( Im(F) allora ( v ( V tale che w = F(v) e se

 v = (1v1 + .... + (nvn ( W = F(v) = (1F(v1), ..., (nF(vn)

Proposizione 1 sul
sia A ( Mmn una matrice e , B ( Kn il suo vettore dei termini noti:

rango
Il sistema AX = B è compatibile ( rk(A) = rk(A\B).


Dimostrazione


Ricordando il teorema che ci diceva che AX = B è compatibile ( B ( < A1, ..., An> osserviamo inoltre che rk(A) = rk(At), ma rk(A) = dim <A1, ..., Am> ed rk(At) = dim  < A1, ..., An>. supponiamo B ( < A1, ..., An>  allora < A1, ..., An> (rk(A)) =  < B, A1, ..., An> (rk(A\B))  quindi da ciò segue che rk(A) = rk(A\B).


Viceversa supponiamo che rk(A) = rk(A\B) ( dim < A1, ..., An> = dim <A1, ..., Am>, ma < A1, ..., An> ( < B, A1, ..., An> e ciò implica che < A1, ..., An> = < B, A1, ..., An> ( B ( < A1, ..., An>.


(2a parte dimostrazione teorema di rouchè - capelli)

Proviamo adesso che se AX = B è compatibile sol(A,B) ( Rn-rk(A) ricordando che se AX =B, 

sol (A, B) ( sol(A, 0) = ker(LA), 

x ( x - x0. 

è biunivoca, quindi basta provare che ker(LA) = n - rk(A) d0altra parte, per il teorema di nullità + rango applicato ad LA, Kn ( Kn dim Kn = dim ker LA = dim Im LA          n = dim ker LA + dim <A1, ..., An>


(rk (A) = dim <A1, ..., An>)

Matrice invertibile
A ( Mmn si dice invertibile se ( B ( Mmn(K) tale che (B = A-1) AB = BA = Im

(Im = Identità)

Proposizione
Sono equivalenti per A ( Mmn

1) A è invertibile

2) Rk(A) = n

3) Det(A) ( 0

Corollario
se det(A) ( 0 allora det(A-1) = 1/det(A)


Dimostrazione


1 = det(Im) = det(A*A-1) = det(A) * det(A-1) ( det(A-1) = 1/det(A)

Teorema di Cramer
se A ( Mmn è invertibile, il sistema AX = B ha soluzione unica data da:

xj = det((A1, ..., Aj-1, B, Aj+1, ..., An))






    Det(A)
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proposizione 1 sugli
Sia F: V ( W un'applicazione lineare. Se F è un isomorfismo allora

isomorfismi
se {v1, ..., vn} è una base di V si ha che {F(v1), ..., F(vn)} è una base di W.


Dimostrazione


Poiché F è iniettiva e v1, ..., vn sono linearmente indipendenti allora F(v1), ..., F(vn) sono linearmente indipendenti. D'altra parte F è suriettiva dunque W = ImF = <F(v1), ..., F(vn)> pertanto F(v1), ..., F(vn) generano W.

Proposizione 2 sulla
siamo V, W spazi vettoriali su K finitamente generati, allora V e W 

Dim di uno s. v.
sono uguali se e solo se dim(V) = dim(W).


Dimostrazione


(solo se)

Sia F: V ( W un isomorfismo. Abbiamo visto che se {v1, ..., vn} è una base di V allora {F(v1), ..., F(vn)} è una base di W. In particolare dim V = dim W

(se)

viceversa supponiamo che dim V = dim W = n, siano B1 = {v1, ..., vn}, B2 = {w1, ..., wn} basi di V, W rispettivamente. Allora abbiamo un isomorfismo.

YB1 : V ( Kn

YB2 : W ( Kn
D'altra parte Y-1B2 K ( W è un isomorfismo e così anche 

Y-1B2(YB2 V ( W

Teorema 5 sulle basi
Sia {v1, ..., vn} uan base di V e siano w1, ..., wn arbitrari vettori in W. allora esiste un'unica applicazione lineare F: V ( W tale che F(v1) = w1, ..., F(vn) = wn


Dimostrazione 


(esistenza)


Definiamo F: V ( W, v ( V V = a1v1 + ... + anvn


F(a1v1 + ... + anvn) = a1w1 + ... + anwn

Devo verificare che F è lineare e che ha la proprietà richiesta. Ciò conclude la dimostrazione dell'esistenza


F((v + (v1)  F(v) + (F(v1)


v = a1v1 + ... + anvn 

v1 = b1v1 + ... + bnvn


(v + (v1 = ((a1 + (b1)v1 + ... + ((an + (bn)vn


F((v + (v1) = ((a1 + (b1)w1 + ... + ((an + (bn)wn =


((a1w1 + ... + anwn) + ((b1w1 + ... + bnwn) = (F(v) + (F(v1)


(unicità)


ipotesi

F(v1)  =  w1 ... F(vn)=wn

F, G : V ( W




F(v1)  =  w1 ... F(vn)=wn

lineari


Tesi:
F = G, cioè F(v) = G(v)
( v ( V


v = a1v1 + ... + anvn


F(v)(a1v1 + ... + anvn) = a1F(v1), ..., anF(vn) = (F è lineare)


= a1G(v1), ..., anG(vn) = G(a1v1 + ... + anvn) = G(v)
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MBl(F)
dati V, W spazi vettoriale, B = {v1, ..., vn}, l = {w1, ..., wn} basi rispettivamente di V e di W. La matrice di F rispetto a B presa come base di partenza in V ed l presa come base di arrivo in W, è la matrice le cui colonne sono le coordinate rispetto a l delle immagini tramite F dei vettori della base B. Viene scritta anche con l[F]B.
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Osservazione sul nucleo 
Una base per le soluzioni di AX = = fornisce coordinate rispetto a B di 

di un'applicazione
una base di ker F.

Osservazione sull'
La riga non nulla di una forma a gradini di At sono coordinate rispetto 

Immagine di un'
a l di una base di Im F.
Applicazione
Caso particolare


F: Rn( Rn con base standard in partenza e in arrivo, allora F = LA, dunque ker F = {x ( Rn | AX = 0}, Im F = <A1, ..., Am>

Matrici simili
Due matrici A, B ( Mmn si dicono simili se ( N ( Mmn invertibile tale che B = N-1AN

Metodo per trovare
N ( Mmn (invertibile)

L'inversa si una 
(N | Im) ( Mm, zn          ( la porto in una forma a gradini ridotta.

Matrice
(Im | Ni) 
N1 = N-1
Autovettore
v ( V, v ( 0. v è un'autovettore di autovalore ( ( K se F(v) = (v.

Autovalore
Uno scalare ( ( K è un autovalore se ( v ( V, v ( 0 tale che F(v) = (v.

Lemma 1 sugli
sia F: V ( V un operatore e B una base di V composta da autovettori

Autovettori
per F, allora:


B[F]B è una matrice diagonale con gli autovettori sulla diagonale.


Dimostrazione


Sia B = {v1, ..., vn} e supponiamo F(vi) = (ivi, ( ( K, 1 ( i ( n. Devo calcolare la matrice di F B[F]B:


calcolo F(v1) = (1v1 = (1v1 + 0v2 +... + 0vn




........................


calcolo F(vn) = (nvn = (nvn + 0v1 +... + 0vn


Dunque otteniamo una matrice diagonale.


Osservazione: dire che ( = 0 è un autovalore significa dire che ( v ( 0 

F(v) = 0*v = 0 ( V ( ker(F).

Applicazione 
F: V ( V si dice diagonalizzabile se esiste una base di V formata da 

Diagonalizzabile
autovalori per F.
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Autospazio relativo ad un
sia ( ( K un autovalore per F, l'autospazio relativo a ( è:

autovalore
V( = {v ( V | F(v) = (v} = {autovettori per F di autovalore (} ( {0}

Polinomio caratteristico
Sia A ( Mmn, il polinomio caratteristico di A è il polinomio Pa(t) = det(A - tIm).


Esempio: A = (1  2(
PA(t) = ( det (1  2( - t (1  0( ) = det ( 1 - t    2   )



           (2  1(

        (2  1(      (0  1(

   2     1 - t


= 1 + t2 - 2t - 4 = t2 - 2t - 3

Proposizione 1 sui
Matrici simili hanno lo stesso polinomio caratteristico.

Polinomi caratteristici


Dimostrazione

Supponiamo (B = N-1AN), con N invertibile, PB(t) = det(B - tIm) = 

det (N-1AN - t Im). (Im = N-1N = N-1N*Im.

PB(t) = det (N-1AN - N-1tIm N) det( N-1(AN - tIm) N)

= (per il teorema di binet) = det (N-1) * det(A - tIm) * det(N) = det(A - tIm). Da cio viene che PB(t) = PA(t)

Polinomio caratteristico
Il polinomio caratteristico di F: V ( V lineari è PA(t), ove A = B[F] B
Di funzioni lineari
con B base di V.

Osservazione 1 sui 
Se B = B1[F] B1, B1 base di V, allora A e B sono simili pertanto PB(t) = 

polinomi caratteristici
PA(t)

Teorema 1 sugli

gli autovalori di F solo le radici del polinomio caratteristico.

Autovalori





Dimostrazione




Sia v ( V, v ( 0 un autovettore per F di autovalore (, allora





F(v) = (v  F(v) - (v = 0





F(v) - (Idv(v) = 0   (F - ( Id v) (v) = 0





Fisso una base di V, sia A = B[F] B. osserviamo che B[Id v] B = Im





YB: V ( Kn    YB(F . (Id)(v) = YB(0)






B[(F - (Id)(v)]B = 0Kn ( B[(F - (Id)]B B[v]B = 0Kn (




( (B[F]B -(B[Id]B) B[v]B = 0Kn ( (A -(Im)X = 0Kn





det (A -(Im) = 0 cioè PA(() = 0
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Proposizione sulle basi
Sia V = C, con V spazio vettoriale, C insieme dei numeri complessi ed R insieme dei numeri reali.





1) Se K = C
dimcC = 1  ( {1} è una base di C su C





2) Se K = R
dimRC = 2 ( {1, i} è una base di C su R





Dimostrazione
1) 1 ( 0, quindi 1 è linearmente indipendente. Proviamo che 1 genera   

      C su C: 
z ( C
z = z*1

2) {1, i} è un insieme formato da vettori linearmente indipendenti, 

a + ib = 0 ( a = b = 0. Poiché poi ogni numero complesso z ( C  

si scrive come z = a + ib a, b ( R ( C = <1, i>.

Osservazione sugli 
Sia F: V ( V, dim V = n, A ( Mmn(K) PA(t) = det(A - tIm) A = B[F]B 

Autovalori
B base di V.

( ( K è un autovalore di F ( PA(() = 0.

Molteplicità di un
Sia ( ( K un autovalore per F. la molteplicità di (, ma(() è la 

Autovalore
molteplicità di ( come indice del polinomio caratteristico.

Molteplicità geometrica
Sia ( ( K un autovalore per F. La molteplicità geometrica di ( è

Di un autovalore 
mg(() = dim Vx

Osservazione sugli
Sia p ( K[t], 

indici del polinomio
( ( K è un indice di t se p(() = 0 ( P(t) = (t - ()g(t) ed è indice di molteplicità  se p(t) = (t-()(t), h(() ( 0.

Proposizione sulla 
Risulta 1 ( mg(() ( ma(()

molteplicità di un 


autovalore
Dimostrazione


Se ( è un autovalore, esso ammette un corrispondente autovetture v ( V(, v ( 0 allora V( ( 0, per cui dim V( = mg(t) ( 1.


Sia {v1, ..., vk} una base di V(. dobbiamo provare che: ma(() ( k.


Completiamo {v1, ..., vk} a una base B, B = {v1, ..., vk, vk+1, ..., vn} di v. calcoliamo la matrice A = B[F]B


Alla fine otteniamo det(A - tIm) = (( - t)k (D -Im) ( ma(t) ( k.

Osservazione sulle
F è diagonalizzabile se esiste una base di V formata da autovettori di 

Applicazioni 
F. Ciò è equivalente a dire che la matrice di F in una qualsiasi base di 
Diagonalizzabili
V è simile a una matrice diagonale.

Teorema sulle 
F: V ( V è diagonalizzabile se:

Applicazioni
1) la somma delle molteplicità algebriche degli autovettori è dimkV

Diagonalizzabili
2) ( autovalore (:
ma(() = mg(()


Dimostrazione


Supponiamo F diagonalizzabile. Siano (1, ..., (k gli autovalori di F. ((i ( (j se i ( j) per ipotesi una base una base di V formata da autovettori per F scriviamole così:


v11, ..., v1m1 base di V(1
m1 = mg((1)




...........................


vk1, ..., vkmk base di V(k
mk = mg((k)


        k

    k


m = ( mg((i) ( ( ma((i) ( m


        i=1

   i=1


viceversa supponiamo che 1), 2) valgono e proviamo che F è diagonalizzabile:


siano:

v11, ..., v1m1 base di V(1
m1 = mg((1)




...........................


vk1, ..., vkmk base di V(k
mk = mg((k)


contiamo i vettori scritti

        

  k
              k


m1 + ... + mk  = ( mg((i) = ( ma((i) = m


      

  i=1
            i=1


adesso basta vedere che sono linearmente indipendenti. 


(11v11 + (12v12 + ... + (1m1v1m1 + ... + (k1vk1  + ... (kmkv2mk = 0


|_____w1_________________| ........ |______wk________|


wi ( V(
w1 + ... + wk = 0


wi non possono essere autovettori, perchè altrimenti sarebbero dipendenti. Pertanto wi = 0
( i = 1, ..., k


w1 = 0 ( (1ivi1 + ... + (mivimi = 0 ( (1i = ... = (mi = 0


perché {vi1, ..., vimi} è una base di V(.

Osservazione sul teorema
a) Se K = C, la considerazione 1) del teorema è sempre verificata.


b) Se F ha n autovalori distinti, la 1) e la 2) sono verificate, quindi F è 

    diagonalizzabile.


Dimostrazione
a) segue dal fatto che ogni polinomio in C[t] è prodotto di fattori  

lineari.

b) Dire che gli autovettori sono distinti significa dire che la molteplicità algebrica di ( = 1 per ogni autovalore. 

Poiché 1 ( mg(() ( ma(() = 1 ( mg(() = ma(().
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Proposizione sugli
Autovettori relativi ed autovalori distinti sono linearmente

Autovettori
indipendenti.


Dimostrazione

Siano v1, ..., vk autovettori per F relativi agli autovalori  (1, ..., (k con (i ( (j per i ( j. Proviamo che v1, ..., vk sono linearmente indipendenti cioè (1v1 + ... + (kvk = 0 ( (1 = (k = 0.


Per induzione su k:


base:
k = 1
(1v1 = 0 ( (1 = 0 perché v1 ( 0 essendo un autovetture


induzione: supponiamo la tesi vare per k - 1 autovettori:



      applichiamo F ad entrambi i membri:



       F((1v1 + ... + (kvk) = F(0). Siccome F è lineare:



       (1F(v1) + ... + (kF(vk) = 0
F(vi) = (ivi    1 ( i ( k



       (1(1v1 + ... + (k(kvk = 0, sottraiamo membro a membro



       ((2 - (1)(2v2 + ... + ((k - (1)(kvk = 0



       (2((2 - (1) = 0, (3((3 - (1) = 0, ... etc.

Ma ((i - (1) ( 0, 1 ( i ( k per ipotesi: quindi (2 = (3  = ... = (k = 0 dalla relazione di partenza abbiamo che (1v1 = 0  v1 ( 0 ( (1 = 0.

Gruppo
un gruppo è un insieme non vuoto dotato di una applicazione biunivoca G ( G ( G, con le seguenti proprietà:


1) (a*b)*c = a*(b*c)
( a, b, c ( G


2) ( e ( G:
e*a = a*e = a
( a ( G


3) ( g ( G
( g1 ( G:
g*g1 = g1*g = e

Semigruppo
gruppo per cui vale solo la proprietà 1).

Monoide
gruppo per cui valgono solo le proprietà 1) e 2)

Gruppo, semigruppo,
un gruppo, un semigruppo o un monoide si dice abeliano oppure

monoide abeliano
commutativo se vale la seguente proprietà:

· a*b = b*a ( a, b ( G

Notazione del gruppo
modo particolare di esprimere le proprietà del gruppo, possiamo adottare la notazione moltiplicativa:

1) (a*b)*c = a*(b*c)
( a, b, c ( G


2) ( e ( G:
e*a = a*e = a
( a ( G


3) ( g ( G
( g-1 ( G:
g* g-1 = g-1*g = e


oppure la notazione additiva:

1) (a + b) + c = a + (b + c)
( a, b, c ( G


2) ( e ( G:
e + a = a + e = a
( a ( G


3) ( a ( G
( -a ( G:
a + (-a) = (-a) + a = e.

Osservazione sui gruppi
In un gruppo l'elemento neutro e l'inverso di ogni elemento sono unici.


Dimostrazione

Siano c, c1 elementi neutri, c = c*c1 = c1 ( c = c1

Siano g1, g11 due inversi per g, allora gg1 = g1g = e


G1 = g1*e = g1(g*g11) = (g1*g)g11 = eg11 = g11 ( g1 = g11.
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Osservazione sull'
Dati a, b ( Z esistono e sono unici q, r ( Z tali che a = bq + r, 
insieme Z
0 ( e ( |b|


Esempio  5, 3

 5 = 1*3 + 2

   -5, 3 

-5 = -2*3 + 1

    5,-3

 5 = -1(-3) + 2

congurenza modulo n
fissato n ( N, n ( 2. si scrive a (n b ed indica che  a, b hanno lo stesso resto nella divisione per n.

Osservazione sulla 
(n è una relazione di equivalenza.

congurenza modulo n
1)
a (n a

a - a = 0 = 0*n





2)
supponiamo a (n b ( a - b = kn, b - a = (-k)n ( b (n a





3)
a (n b e b (n c

a - b = Kn, b - c = kn





sommiamo membro a membro a - c = (h + k)n ( a (n c

Osservazione sui gruppi
(Zn, +) è un gruppo abeliano





(zp, *) è un gruppo abeliano ( p è primo.
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Osservazione sui gruppi
sia g il gruppo G = GL(n, K) = {A ( Mmn(K) | detA ( 0}


G è un gruppo rispetto al prodotto riga per colonna. In particolare G non è un gruppo abeliano (ed è finito).


Dimostrazione


Prima cosa da verificare A , V ( G ( AB ( G


Segue dal teorema di Binet:


Se det(A) ( 0, det(B) ( 0 allora det(AB) = det (A) det(B) ( 0


La proprietà associativa vale per il prodotto riga per colonna.


Im = (1
0( è un elemento neutro.


         (
0
1(

Infine data A ( G det A ( 0 ( ( A-1

Det(A-1) = __1__ ( 0

dunque A-1 ( G.

     



      Det(A)

Osservazione sui gruppi
Se V è uno spazio vettoriale su K, (V, +) è un gruppo abeliano.

Sottogruppo
( ( H ( G è un sottogruppo (notazione H ( G) se è esso stesso un gruppo rispetto alle operazioni indotte da quelle di G.

Proposizione sui 
H ( ( è un sottogruppo di G se e solo se:

sottogruppi
1) a, b ( H ( ab ( H


2) a ( H ( a-1 ( H


In modo equivalente, H ( ( è un sottogruppo di G se e solo se ab-1 ( H, ( a, b ( H


Dimostrazione

Se H è un sottogruppo, 1), 2) valgono chiaramente, viceversa, se valgono 1), 2) basta vedere che a ( H. D'altra parte, poiechè H ( 0 ( a ( H: per 2) a-1 ( H per 1) aa-1 ( H.

Osservazione sui gruppi
se G è un gruppo (g1g2)-1 = g-12g-12 infatti:


(g1g2) (g1-1g2-1)  = g1(g1g2-1) g1-1 = g1g1-1
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centro un gruppo
se G è un gruppo il centro di G è: Z(G) = {x ( G | xg = gx, ( g ( G}

Sottogruppo ciclico
sia g ( G, il sottogruppo <g> = {gi | i ( Z} è un sottogruppo di G che 

Generato da G
si chiama sottogruppo ciclico generato da G.
Ordine di un elemento 
Dato g ( G, l'ordine o(g) di g è il minimo intero positivo r tale che di
un gruppo
gr = e. Se tale intero non esiste, diciamo che g ha ordine infinito (o(g) = (). Si noti che o(g) = |<g>|

Proposizione sull'ordine
Sia G un gruppo, se g ( G ha ordine infinito, allora gh ( gk ( h ( k

Di un elemento
quindi <g> è ciclico infinito se o(g) = n, allora <g> = {g, g2, ..., gn-1} e 


gh ( gk ( h (n k.


Dimostrazione

o(g) = (, se per assurdo gh = gk con h > k allora gh-k = e, il che è impossibile! Perché o(g) = (.

Supponiamo ora che o(g) = n, proviamo che gi ( gj se 0 ( i ( j ( n. se fosse gi = gj ( gi-j = e ( o(g) ( j-i ( n, il che è assurdo, dato che o(g) = n.

Gruppo ciclico
G si dice ciclico se ( g ( G:  G = <g>. In particolare un gruppo siclico è anche un gurppo abeliano.

Proposizione sui gruppi
Ogni sottogruppo di un gruppo ciclico è ciclico.

Ciclici


Dimostrazione


H ( G = <g> se H = {e} non cè niente da dimostrare.


Se H ( {e} ( gt ( H, t ( 0 allora g-t ( H perchè H è un sottogruppo. Quindi esiste un intero positivo minimo s tale che gs ( H. Dimostro che <g> = H. è chiaro che vale (.


Supponiamo gk ( H, k =sq + r, 0 ( r ( s,



gk = sq * gr
gr = gk * g –sq ( H ( r = 0 ( k = sq ( gk = (gs)q
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Proposizione sull’
sia G = <g> o(g) = n. G ha uno ed un solo sottogruppo di ordine m per 

Ordine di un gruppo
ogni m/n, tale sottogruppo è generato da gn/m


Dimostrazione





Calcoliamo =(gn/m) = _____o(g)_____  = ______n_____  = _n_  = m








 M.C.D.(o(g) n/m)     M.C.D.(n*n/m)    n/m

Quindi |<gn/m>| = M. per concludere basta vedere che se H ( G, 

|H| = m, allora H = |<gn/m>|. H è ciclico e, più precisamente, H = <gs> ove s è il minimo intero positivo tale che gs ( H.

Funzione di Eulero

 ( : N ( N  ( (n) = ( 1




se n = 1.







       ( # interi < n e primi con n

se n > 1.





Esempi:
( (6) = 2 (5 e 3) , ( (5) = 4 (4, 3, 2,1).

Proposizione sui gruppi
Se G è ciclico di ordine n, allora esso ha ((n) generatori.

Ciclici





Dimostrazione

Dire che x ( G è un generatore equivale a dire che 0(x) = n, d’altra parte x = gh, se G = <g> basta vedere che o(gh) = n ( (h, n) = 1

(solo se)

supponiamo per assurdo che 1 < s = (h, n), allora h = sk, n = sr. xr = (gh)k =  ghr = gkn = (gk)n = e, il che è assurdo dato che r < n e o(x) = n

(se)

sia (h, n) = 1 (xk = (gh)r = e  


tesi k = n


         ( k ( n




ghk = e ( n/hk ma(h, n) ( n/k ma n ( k ( n = k
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Omomorfismo
Un omomorfismo (: G ( G1 è un’applicazione tale che:  ((g1g2) = ((g1)((g2) ( g1, g2 ( G

Isomorfismo
omomorfismo dove abbiamo ( biunivoca.

Osservazione sugli
se scriviamo la definizione utilizzando in G e G1 la notazione additiva

Omomorfismi

otteniamo:
((g1 + g2) = ((g1) + ((g2)

In particolare se v, v1 sono spazi vettoriali su K e (: v ( v1 è un’applicazione lineare è un omomorfismo tra (V, +), (V1, +)

Gruppo Sn


sia n ( N, [n] = {1, ..., n} Sn = { F: [n] ( [n] | F è biunivoca}





Sn è un gruppo rispetto alla composizione di applicazioni |Sn| = n! Sn 

non è abeliana se n > 2.

Ciclo



( ( Sn è un ciclo se ( {v1, ..., vr} ([n] (distinti) tali che 

((i1) = x
((i2) = i3 .... ((ir) = i1

((x) = x ( x ( {i1, ..., ir}
(= (01, ...,ir)

esempio:
(1
2
3
4
5( = (1, 3), (2, 4, 5) sono 



(3
4
1
5
2(

         cicli

Proposizione sulle 

Ogni permutazione si scrive in modo unico (a meno dell’ordine) come 

Permutazioni


prodotto di cicli disiunti.





Dimostrazione





Per induzione su n, con base n = 1 ovvia.

Suppongo che ogni permutazione in un sottoinsieme proprio di [n] si scriva come prodotto di cicli disgiunti e proviamo questa osservazione per ( ( Sn.

Se ( = id non cè niente da dimostrare, se Se ( ( id, ( i1 ( [n] tale che 

( (i1) ( i1. sia r il minimo intero positivo tale che ( r(i1) = i1, chiamo i2 = ((i1), i3 = ((i2) = ... ir = ((r-1) = (r-1(i1).

X = [n]\{i1, ..., ir} allora ( indica una partizione di X; per induzione 

( = (1 = ...= (r (|X| < n) se prendo adesso (1 = (i1, ..., ir) è chiaro che ( = (1 = ...= (r
(Unicità)

( = (1 = ...= (r = X1, ...,Xt

se x ( [n] è tale che ((x) = x allora x non compare in un (i, Xj
se ((x) ( x allora compare in un (i e in Xj per definizione di ciclo abbiamo che: {(i2(x)} = {Xj2(x)} ( (i = Xj
Corollario


Se ( = (1, ..., (r è la decomposizione di ( in cicli disgiunti allora:





o(() = m.c.m. {o((1), ..., o((r)}

Osservazione sulle
Ogni permutazione è prodotto di trasposizioni. Basta dimostrarlo per 

 Permutazioni
un ciclo: (1, 2, ..., m) = (1, m), (1, m-1), ..., (1, 2)


[(a1, a2, ..., am) = (a1, am) (a1, am – 1), ..., (a1, a2)]

Osservazione
dalla forma [(a1, a2, ..., am) = (a1, am) (a1, am – 1), ..., (a1, a2)] segue che se m è pari, l’m-ciclo è dispari, e viceversa.
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[incomprensibile]

