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1. Nome e Cognome Matricola

Anno di corso

O secondo esonero (svolgere solo gli esercizi 3 e 4; tempo: 1 ora)

O scritto completo (svolgere tutti gli esercizi; tempo: 2 ore)
(Ciascuno dei quiz non ha necessariamente una ed una sola risposta giusta)

1. Siano A e B due insiemi. Quali delle seguenti affermazioni & vera?

OA. Se A=0e f:A— B, allora f ¢ iniettiva.

0 B. Se A=(e f:A— B, allora f non ¢ mai suriettiva.

O C. Se B ha un solo elemento, allora ogni relazione su A x B & una funzione.
0 D. Se A ha un solo elemento, allora ogni relazione su A X B & una funzione.

2. Si dimostri per induzione che la cardinalita dell’insieme delle funzioni da A a B (entrambi fniti) & #B#4.

3. Provare con il metodo di Hilbert che la seguente formula & un teorema

4. Sia data la formula

(FzP(z) A FyQ(y)) — F2(P(2) A Q(2)).

Provare mediante il metodo dei tableau semantici che e soddisfacibile. Quale delle seguenti interpretazioni ¢ un modello

per essa?

OA. <{x}, [Pl =1Q] = {+} >.

O B. < N, |P| = {numeri pari}, |Q| = {numeri dispari} >.
dcC. < N,|P| = {multipli di 2}, |Q| = {multipli di 3} >.

uD. <{*}a|P|:®a|Q‘:{*}>



Soluzioni:

1. Risposte vere: A

2. Sia #A = n e #B = m ed indichiamo con #F 4_.p la cardinalita dell’insieme delle funzioni da A a B. Applichiamo
I’'induzione su n.

Caso base: se n = 0 esiste una sola funzione da A = () a B, la funzione vuota, quindi #F4_p = 1 = m® = #B#A,
Ipotesi induttiva: Supponiamo che #F4_, g = #B#4 dove #A = n e #B = m, per un qualche valore n fissato.
Passo induttivo: Vogliamo dimostrare che la relazione vale anche per n + 1, cioe vogliamo dimostrare che dati gli

insiemi A’ e B, con #A' = #A+1=n+1, vale
#Fap=m" = #B*.

Per l'ipotesi induttiva sappiamo che esistono m™ funzioni da A a B (dove ricordiamo #A = n). Dato che #4A’ =n+1
e #B = m, I'(n 4 1)-esimo elemento di A’ puo essere associato in m modi diversi a un elemento di B. Quindi per og-

nuna delle m™ funzioni da A a B possiamo ottenere m funzioni da A’ a B. Allora #F 4 —.p = m"-m =m"t! = #BH#A

3. E’ sufficiente notare che la formula A — ((-B — —A) — A) corrisponde all’Assioma 1 A — (B — A), in cui la

formula B & costituita da (-B — —A).

4. Costruiamo il tableau della formula in esame (senza negarla). Se otteniamo almeno un ramo aperto allora la formula

¢ soddisfacibile. Il tableau della formula ¢ il seguente:

(FxP(x) A JyQ(y))=32(P(2) A Q(2))
/ \

2(F2P(x)ATyQ(y)) 3z(P(2) A Q(2))
/ \ |
=(3zP(z))  =(FyQ(y)) P(a)rQ(a)

| | |
—~(3zP(z)), ~P(a) —=(FyQ(y)), ~Qa) Pla),Q(a)

Possiamo notare che tutti i nodi sono aperti (e lo rimarrebbero anche se continuassimo ad estendere il tableau), quindi
la formula e soddisfacibile. Comunque sarebbe stato sufficiente mostrare un solo nodo aperto del tableau per affermare

che la formula ¢ soddisfacibile.

Risposte vere: A, C, D



