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Esercizio 1
Per dimostrare © dimostriamo separatamente O e Q.

Th: f(n) = log?(2n) + log 4n = O(log? n)
Dim: Esistono ¢>0 e np>0 t.c. log?(2n) +log4n<clog’n
log?(2n) + log 4n =
=(logn+log2)(logn+log2)+logn+log4=
=(logn+1)(logn+1)+logn+2=
=logZn+2logn+1+logn+2-=
=logZn+3logn+3<7log’n quandologn=>1
Quindi quando n 2ng=2 scegliendo c =7 abbiamo
log?(2n) + log 4n < 7 log®n

g.e.d.

Th: f(n) = log?(2n) + log 4n = Q(log? n)
Dim: Esistono ¢>0 e np>0 t.c. log?(2n) +log4n>clog’n
log?(2n) +log4n=log?n+3logn+3>1logZn sempre
Quindi scegliendo ¢ = 1, per ogni valore n 2 np = 0 abbiamo
log?(2n) + log 4n > 1 log®n

g.e.d.

Esercizio 2

Imposto la relazione di ricorrenza analizzando la funzione:
fun test(d, i, j) {

n = j-i +1; cl
if (n = 1) { return 1; } c2
m = n/2; c3
return test(A, i, i+m) + test(A, i+m+l, J) 2T(n/2)

}
T(n) =2T(n/2) +c
T(1)=c



Utilizzo I'albero della ricorsione per ottenere un'ipotesidi soluzione per I'equazione di ricorrenza.
L'albero ha altezza h = log, n visto che n viene diviso in 2 ad ogni chiamata ricorsiva.

Albero della ricorsione Costo per Nume.ro Costo del livello
nodo nodi
(n) c 1 c
/ \
(n/2) (n/2) c 2 2¢C
/ \ / \
(n/4) (n/4) (n/4) (n/4) c 4 Ac
(n/2) c 2! c2!
(n/2") c' 2h c'2h

Sommando il contributo dei nodi interni e quello delle foglie otteniamo:

T(n) =cSj-o.n1[2]+c' 2" =c(2"-1) +c' 2" =cn -c +c'n = O(n).

Dimostriamo ora per sostituzione (per induzione su n) che T(n) = O(n).

E' stato necessario raffinare l'ipotesi aggiungendo il termine -d'.

Th: T(n) = 0O(n)
Dim: Esistono d,d'>0 e np20 t.c. T(n)<dn-d'

Passo base:n=1
T(1)=c'<sd-d'
Basta imporre il vincolod > c' + d'
Passo induttivo: n > 1
hp induttiva: perognim<n T(m)<dm-d'

T(n) =2T(n/2) +c<

2(d (n/2)-d")+c=dn-2d"' +c

Per dimostrare la tesi si deve quindi avere
dn-2d'+c<dn-d'

c<d

Imponendo quindi d'>c,d>c'+c,n2no=1 latesi e verificata.

g.e.d.




Esercizio 3

L'idea € fondamentalmente quella di adattare una visita sull'albero binario (es. una visita in preorder)
per cercare una foglia di altezza k. Nel procedere con le chiamate ricorsive di padre in figlio si
diminuira il valore k per tener conto del fatto che si scende di un livello nell'albero. Se una foglia viene
trovata quando k & diventato O si puo0 ritornare true (e evitare ulteriori diramazioni). Per ottimizzare
I'algoritmo eviteremo chiamate ricorsive oltre il livello desiderato.

fun findLeaf (T, k) {

if (T == null) return false;

if (k == 0) {
if (T.sx == null && T.dx == null) return true
else return false; // non scendiamo oltre

}

return findLeaf(T.sx, k-1) || findLeaf(T.dx, k-1)

Il costo dell'algoritmo & dominato da quello della visita in preorder visto che al massimo eseguiamo la
visita dell'intero albero, in alcuni casi anche meno in quanto:

non scendiamo mai oltre il livello k (quindi quando la var k diventa 0 non si fanno ulteriori
chiamate ricorsive);

se la chiamata sul sottoalbero sinistro ritorna true I'operatore | | (or logico in corto circuito) evita
di valutare la parte destra e quindi evita la ricorsione inutile sul sottoalbero destro.

Quindi T(n) = O(n).



