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In matematica la notazione asintotica permette di confrontare il tasso di crescita
(comportamento asintotico) di una funzione nei confronti di un’altra.
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ESEMPIO:
fi(n) =logn

fm) =+/n




In informatica il calcolo asintotico e utilizzato per analizzare la complessita di un
algoritmo. In particolar modo, per stimare quanto aumenta il tempo al crescere

della dimensione n dell’input.

Esistono tre notazioni asintotiche:

Notazione asintotica (. La notazione O grande ¢ il limite superiore asintotico
Notazione asintotica €2. La notazione Omega ¢ il limite inferiore asintotico
Notazione asintotica ®. La notazione Theta ¢ il limite asintotico stretto
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Il limite superiore asintotico e la notazione O

Date due funzioni asintoticamente non negative f(n) e g(n) si dice che

J(n)ein O(g(n))

Se esistono due costanti c > 0 e ny > O taliche f(n) < cg(n) perognin > n,

¢ g(n)
f(n)
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Il limite superiore asintotico e la notazione O
ESEMPIO:

E facile vedere che v/n = O(n) in quanto la funzione radice cresce meno della funzione
lineare (per la definizione basta prenderec = 1 edny = 1)

Piu in generale una qualunque radice e dominata da un qualunque polinomio, ovvero

nl’e =0 (nb) per ogni intero a,b > 1.

Per provarlo formalmente possiamo utilizzare il metodo del rapporto dei limiti

n
Ricorda che f(n) € O(g(n) se lim_>+oo% # + o0
g(n
_fm) . onv 4o | . |
Nel nostro caso llm —— = lim = sulla forma indeterminata applico

yotoo (M) xotoo NP 400
Hopital e ottengo

1 14
. e . 1
Iim —— = Iim
x—+o0 b - nb—1

X—>+00 ¢ - b . nb_%

Il limite € pariad 1 sea =b =1, & pari a 0 altrimenti. In entrambi i casi abbiamo un
limite diverso da 4+ o0




Il limite superiore asintotico e la notazione O

ESEMPIO:

Dimostrare formalmente che log, n € O (nl/b) per ognia > 1 e b > 1 ovvero che il

logaritmo e dominato da qualunque radice.

Per provarlo formalmente possiamo utilizzare il metodo del rapporto dei limiti

. . f(n)
Ricorda che f(n) € O(g(n) se lim_,,  ,—— # + o0
g(n)

. fo) . loggn 4o
Nel nostro caso lim_, , ,—— = lim =

oog(n) x—+00 I’l% - + 00
applico Hopital
. log,a 1 . b-log,a
Iim : = lim =
X—+00 n l . n%—l X—>4+00 n%

sulla forma indeterminata




Il imite superiore asintotico e la notazione O
ESEMPIO:
Dimostrare formalmente che n“ € O (b”) per ogni intero a > 0 e b > 1, ovvero che i
polinomi sono dominati dalle funzioni esponenziali crescenti

Per provarlo possiamo utilizzare il metodo del rapporto dei limiti

. . f(n)
Ricorda che f(n) € O(g(n) se lim_,,  ,—— # + o0
g(n)

. f(n) . n%  +oo . . .
Nel nostro caso lim_, Yoo T = lim — = ——  sulla forma indeterminata applico
gln) xo4c00b™ 400
a volte I'Hopital
, a-n?! . ala—1) ni—2 , a!
lim = lim = ...... lim =0

X—+00 bn - lOge b Xx—>+00 bn . (10ge b)2 x—+o00 hn . (10ge b)a




Il limite inferiore asintotico e la notazione €2

Date due funzioni asintoticamente non negative f(n) e g(n) si dice che

J(n) & in€2(g(n))

Se esistono due costanti ¢ > O e ny > O taliche f(n) > ¢ - g(n) perognin > n

f(n)
c g(n)
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Il limite inferiore asintotico e la notazione €2

ESEMPIO:
n
Prova che e Q <\/E log, n)
log,n
Per provarlo possiamo utilizzare il metodo del rapporto dei limiti

" . f(n)
icorda che f(n) € Q(g(n)) selim_, ,—— #0
g(n)

f)y . yn 4o
= lim =

g(n) x-+olog?n  +oo

Nel nostro caso lim_, |

Ricordiamo che la radice cresce piu velocemente di logzn, quindi il numeratore cresce piu velocemente
rispetto al denominatore. Di conseguenza il limite tende a 4+ oo

Piu formalmente:
\/ﬁ + 00

n :
f(—) = lim = sulla forma indeterminata applico due volte I’"Hopital:
g(n) x-+ologin +oo

1 n , \/; _ tx

lim . = lim =
x—>+oc>2.\/; 2log,n  x—+c 2log,n 400

lim

—+00

|

Iim

n
xX—+00 2 . \/; 2 xX—+o00




Il limite stretto asintotico e la notazione ®
Date due funzioni asintoticamente non negative f(n) e g(n) si dice che

J(n) &in B(g(n))

Se esistono tre costanti ¢;, ¢, > 0 eny > Otaliche ¢, - g(n) < f(n) < ¢, - g(n) perognin > n,

cag(n)

n




Il limite stretto asintotico e la notazione ®

ESEMPIO:Prova che log, n € O(log, n) perognia,b > 1.

J(n)

Ricorda che f(n) € ©(g(n)) se lim_, . ,—— = k con k costante diversa da zero.
n

_ f(n) . log,n 4o
Nel nostro caso lim,_,, ,—— = lim =
gn) x-+eologyn 40

log,n
Basta usare la formula per il cambio di base dei logaritmi:  log,n = | ol . Otteniamo cosi
0g, a
, f(n) . logyn 1 , 1 1 . . _
lim_ | = lim : =lim,_, = che & una costante maggiore di zero.
g(n) x-+ologya log,n logra logpa

Il cambio di base &€ dunque asintoticamente irrilevante ed € per questo che nella notazione asintotica la base
del logaritmo viene spesso omessa e si scrive ad esempio semplicemente log, n € O(logn).




Algebra della notazione asintotica

Per semplificare il calcolo del costo computazionale
asintotico degli algoritmi si possono sfruttare delle semplici
regole che dapprima enunciamo, chiarendole con degqli
esempi, ed in un secondo momento dimostriamo.




Regole sulle costanti moltiplicative
Per ogni k > 0 e per ogni f(n),

1A:se f(n) € un O(g(n)) allora anche k - f(n) € un O(g(n)).
1B: se f(n) € un L2(g(n)) allora anche k - f(n) & un Q(g(n)).

1C: se f(n) & un ®(g(n)) allora anche k - f(n) & un O(g(n)).

Informalmente: le costanti moltiplicative si possono ignorare.




Regole sulla commutativita con la somma

Per ogni f(n), d(n) > 0,
2A: se f(n) & un O(g(n)) e d(n) & un O(h(n)) allora
f(n)+d(n) ¢ un O(g(n) + h(n)) = O(max(g(n), h(n))).

2B: se f(n) € un (g(n)) e d(n) € un (h(n)) allora
f(n)+d(n) € un Q(g(n) + h(n)) = Q(max(gn), h(n))).

2C:se f(n) @ un O(g(n)) e d(n) & un O(h(n)) allora
f(n)+d(n) & un O(g(n) + h(n)) = (max(g(n), h(n))).

Informalmente: le notazioni asintotiche commutano con I'operazione somma.




Regole sulla commutativita con il prodotto

Per ogni f(n), d(n) > 0,
2A: se f(n) @ un O(g(n)) e d(n) € un O(h(n)) allora
f(n) - d(n) éun O(g(n) - h(n)) .

2B: se f(n) € un L2(g(n)) e d(n) & un L(Ah(n)) allora
J(n) - d(n) & un Q(gn) - h(n)) .

2C: se f(n) e un ®(g(n)) e d(n) & un O(h(n)) allora
Jf(n) - d(n) & un O(g(n) - h(n)).

Informalmente: le notazioni asintotiche commutano con I’operazione prodotto.




Esempio. Trovare il limite asintotico stretto per f(n) = 3n2" + 4n*
3n2" + 4n* = (1) - O(n) - O2") + 6(1) - O(n*)
= 0O - 2" + O(n?)

= 0O - 2"
Esempio. Trovare il limite asintotico stretto per f(n) = 2"+
2n+1 — 2 . 2n
= 0(1) - B2"
= 2"

Esempio. Trovare il limite asintotico stretto per f(n) = log" n + 210"+
lOgn n + ynlogn+3 _ lOgnI’l + 8. n"
= O(log" n) + 6(1) - B(n")
=0 (n”)




Dimostrazione Regola 1A sulle costanti moltiplicative

Per ogni k > 0 e per ogni f(n) > 0,
se f(n) & un O(g(n)) allora anche k - f(n) € un O(g(n)).

se f(n) € un O(g(n)) allora esistono due costanti ¢ ed n,, tali che

f(n) < c- g(n) perognin > n,
ne segue che k-f(n) <k-cg(n)perognin > n,

Questo prova che, prendendo la costante ¢’ =k-c come nuova
costante e mantenendo lo stesso n, si ha che

k- f(n) &un O(g(n)).




Dimostrazione Regola 2A sulla commutativita della somma.

Per ogni f(n), d(n) > 0,
se f(n) € un O(g(n)) e d(n) € un O(h(n)) allora
f(n)+d(n) € un O(g(n) + h(n)) = O(max(g(n), h(n))).

Se f(n) &€ un O(g(n)) e d(n) € un O(h(n)) allora esistono quattro costanti ¢’e ¢”, n; ed ”6 tali che:

f(n) <c'-gn)perogni n >n;, e d(n)<c"-h(n)perognin > ng,

Allora:
f(r(l))ra-ll- din) <c'-gn)+c"- h(n) <max(c’,c”) - (g(n)+ h(n)) per ogni n > max(n, n)

Segue che f(n) + d(n) € un O(g(n) + h(n)) con ¢ = max(c’,c”) e ny = n > max(n), n)

Infine:
T max(el ") (g(n) + k) < 2 - max(cs ") max(g(n), hn)).

Ne segue che:

f(n) + d(n) € un O(max(g(n), h(n))).




Dimostrazione Regola 3A sulla commutativita del prodotto.
Per ogni f(n), d(n) > 0O,

se f(n) € un O(g(n)) e d(n) &€ un O(h(n)) allora
J(n) - d(n) & un O(g(n) - h(n)).

Se f(n) € un O(g(n)) e d(n) & un O(h(n)) allora esistono quattro costanti c’e ¢”, n) ed n6 tali che:

f(n) < c'-gn)perogni n >n, e dn) <c”- h(n)perognin > ny

Allora:
fm)-dn) < c’-c”- g(n) - h(n) per ogni n > max(ng, ny

Da cio segue che f(n) - d(n) € un O(g(n) - h(n)).




Corso di laurea in Informatica
Insegnamento di Introduzione agli Algoritmi

Esercizi per casa

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA




« Dimostrare le regole 1B, 2B e 3B che coinvolgono la notazione Q.

e Dimostrare le regole 1C, 2C e 3C che coinvolgono la notazione ©.

e Calcolare 'andamento asintotico delle seguenti funzioni:

- f(n) = n’*log n

- f(n) = 3nlog n + 2n?
fln) = 277+ 5n
) = doe

) = (\/§>logn

d
e Sia Py(n) = Z c;n' dove ¢, > 0
i=0
dimostrare per induzione che P (n) = O(n?)



