EQUAZIONI DI RICORRENZA: ESERCIZI

A. MONTI
Sapienza Universita di Roma

Esempio 1. Risolvere I’equazione di ricorrenza:
e T'(n)=9-T(n—3)+06(2")
e T(0) =06(1)

utilizzando il metodo iterativo.

T(n)=9-T(n—3)+06(2")
=9(9-T(n—2-3)+0(2"7)) +0(2")

=9°T(n—2-3)+ 2@ (2") + 0 (2)

i—1

:9i-T(n—i-3)+Z(§)j@(2")

Jj=0

l'iterazione termina quando n — ¢ -3 = 0 vale a dire quando 7 = % e a quel
punto otteniamo:

Esempio 2. Risolvere '’equazione di ricorrenza
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e I'(n)=9-T(n—3)+06(2")
° T(O) = @(1)
utilizzando il metodo dell’albero.

e l'albero ¢ completo ed a livello 7 ha 9* nodi ciascuno con istanza di
dimensione n — i - 3 e costo © (2"7"3)

e il costo dovuto all’i-esimo livello ¢ 9% - © (277%3) = (%)i O (2).

e le foglie dell’albero sono a livello ¢ = %. quindi sommando il contributo
delle foglie a quello dei livelli interni si ha:

=0(9%) +06 %) e (2")
=0(9%) + 6 (9%)
:@(9%)

Esempio 3. Risolvere '’equazione di ricorrenza
e I'(n)=9-T(n—3)+06(2")
e T(0)=06(1)

utilizzando il metodo di sostituzione.

dimostreremo che T'(n) = © (95) provando sia che T'((n) = Q (9
T(n) =0 (93).
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) sia che

Eliminiamo 1’asintotica dall’equazione:
e I'(n)=9-T(n—3)+0b-2"

e T(0)=a



T(n) = Q2 (9%) Dobbiamo provare che T'(n) > c-
Per il passo base deve aversi T'(0) = a > c9% =ce questo vale prendendo
c<a.

Sfruttando l'ipotesi induttiva abbiamo:
T(n)=9-¢-9"5 +b-2"=c-95 +b-2" > ¢-95.

93 per una qualche costante c.

T(n) = O (9%) Proveremo che T'(n) < c-95 — d - 2" per delle costanti c e d.
Per il passo base deve aversi T(0) = a < c¢- 95 —d- 0 =c—de questo
vale prendendo ¢ — d > a.
Sfruttando l'ipotesi induttiva abbiamo:

T(n)zg(c-9"T”—d-2”—3>+b~2”
.9 . d
= 9F —2d 2" +b.2" =98 —d-2" = £ .2 4 p 2"
<c-95—d-2"

dove l'ultima diseguaglianza vale se —g 2" +b-2™ < 0 vale a dire d > 8b.
La limitazione superiore vale quindi prendendo ad esempio ¢ =8-b+a
ed=28-D.

Esempio 4. Risolvere '’equazione di ricorrenza

o T(n)=T(y/n)+06(1)
o T(2) = 0O(1)

utilizzando il metodo di iterazione.



I'iterazione termina quando na = 2 vale a dire quando 2i logon =1 e quindi
log,n = 2¢ e i = log, log, n. A quel punto otteniamo:

T(n) =T(2) + log, log, nO(1)
= O(log, log, n)

Esempio 5. Risolvere I’equazione di ricorrenza
e T'(n)=T(n—1)+06(y/n)
e T(0) =06(1)

utilizzando il metodo di iterazione.

Tn)=T(n—-1)+06 (n%>
:T(n—2)+@<(n—1)%> —I—@(n%)

i—1
:T(n—i)—i—Z@((n—j)%)
=0
'iterazione termina quando n —¢ = 0 vale a dire ¢« = n a quel punto otteniamo
n—1
T(n) =T(1)+ >0 ((n - j)?)
j=0
—o()+> e (i)
j=1
—0 (n%>

dove nell’ultimo passaggio ho usato il fatto che > 1 i = © (n“™!) per ogni
costante ¢ > 0.

Esempio 6. Risolvere ’equazione di ricorrenza

e T'(n)=2T(y/n)+ O(logn)



o T(2) = O(1)

utilizzando il metodo di iterazione.
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Iiterazione termina quando na = 2 vale a dire quando % log,n =1 e quindi
log,n = 2' e i = log, log, n. A quel punto otteniamo:

T(n) = 2'°821°82"7(2) + log, log, nO(logn)
= O(log, n) + O(log nloglogn)
= O(lognloglogn)



