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Esercizio 1

Consideriamo la sequente ricorrenza:

[ e@) sen<l
T(n) = { T (%) +6(1) altrimenti




Metodo iterativo

Espandiamo la ricorrenza iterativamente:

n

T(n)=T(2)+8(1)

= (T (g) +0(1)) + (1)

-y (%) +20(1)

= (T (g) +0(1)) +20(1)

—T (g) +30(1).

Proseguendo per k passi, otteniamo:

n

T(n) =T (zk) +kO(1).




T(n) =T (55 ) +k6(1).

Quando k é tale che 5z =1, cioé k = log,n, raggiungiamo la
condizione iniziale 7'(1) = ©(1), quindi:

T(n)=T(1)+ log,n-O(1).
Poiché T'(1) = ©(1), possiamo scrivere:
T(n) =06(1) +log,n-O(1).

Semplificando, otteniamo:

T(n) =log,n-O(1).

Poiché log,n = ©(logn), la soluzione asintotica finale é:

T(n) = ©(logn).




Metodo dell'albero

O(1) n<1
T(n) = { T(%2)+0(Q) asiirimenti

In questa equazione di ricorrenza e presente un’unica chiamata
ricorsiva. Di conseguenza, l'albero di ricorsione si riduce a una
semplice catena, e il metodo di soluzione basato sull'albero si
riconduce al metodo iterativo.




Metodo di sostituzione

7o) ={ 7

Supponiamo che T'(n) = O(logn).

o’

se n<l]
) +6(1) altrimenti

N3

Dimostreremo che T'(n) = ©(logn) in due passi: prima mostran-
do che T'(n) € O(logn), e successivamente dimostrando che T'(n) €
©(logn).




Passo 1: Dimostrare che 7'(n) € O(logn)

Eliminando l'asintotica dall’'equazione di ricorrenza e partendo per
semplicita di calcoli da 7'(2), otteniamo:

b sen<?2
T'(n) < { T (%) +a altrimenti

Dimostreremo che esiste una costante ¢ per cui T'(n) < clog,n.
Prendendo ¢ > b abbiamo

T(2)<b<c-1=clog,2

e l'ipotesi vale per il caso base.
Applicando l'ipotesi di induzione, cioé T'(%) < clog, %), otteniamo:

T(n) <c(log,n—1)+a=clog,n—(c—a) <clog,n

Dove l'ultima disequaglianza vale prendendo ¢ > a.
Quindi, prendendo ¢ = max{a,b} abbiamo dimostrato che:

T'(n) = O(logn)




Passo 2: Dimostrare che 7'(n) € Q(logn)

Eliminando l'asintotica dall’'equazione di ricorrenza, otteniamo:

b sen<l
T(n) 2 { T (%)+a altrimenti

Dimostreremo che esiste una costante ¢ per cui T'(n) > clog, n.
Abbiamo

T(1)>b>0=c-log,1

e l'ipotesi vale per il caso base.
Supponiamo che l'ipotesi di induzione sia valida, cioe che

n n
T (§> > clog, >
Sostituendo questa ipotesi nella ricorrenza, otteniamo:

T(n) > c(logy,n—1)+a=clog,n+ (a—c) >clog,n

Dove l'ultima diseguaglianza vale prendendo ¢ < a.
Quindi, prendendo ¢ =a abbiamo dimostrato che:

T(n) = Q(log,n)




Teorema principale

O(1) sen<l
T'(n) = { T (%) +©(1) altrimenti

Calcoliamo log, a = log,1 = 0.
Poiché f(n) = ©(1) = ©(n'°9%:2), il caso 2 si applica.
La soluzione e:

T(n) = O(logn).




Esercizio 2

Consideriamo la seguente ricorrenza:

_[ea =2
T(n) = { 2T(3/7_7,) + O(logn) asi:rimenti




Metodo iterativo

Espandiamo la ricorrenza iterativamente:

T(n) = 2T (n) +©(logn)

_ <2T<(n%)%) +(-)(logn )) +©(log n)

=22T( %)+2 e( logn) + ©(log n)
(

N =

000000




2'T (n ) +i- ©(logn)
l'iterazione termina quando na =2, ovvero quando 5; log,n=1. Da
questo otteniamo log,n =2, il che implica che i = log, log, n.
A quel punto, otteniamo:

T(n) = 2'°92'°9:"T(2) + log, log, nO(logn)
= O(log, n) + ©(lognloglogn)
= O(lognloglogn)




Metodo dell'albero
O(1) se n=2

T(n) = { 2T(v/n) + ©(logn) altrimenti
Costruzione dell'albero.
-+ Al livello 0, il costo e f(n) = ©(logn).

- Al livello 1, abbiamo 2 sottoproblemi di dimensione 4/n, cia-
scuno con costo 6(1097}3) = (-)(l%ﬂ), per un costo totale di

2-0(*%§") = 6(logn).

- Al livello k, ci sono 2* sottoproblemi di dimensione nak,
clascuno con costo © (132%—"), per un costo totale di:

Costo livello k=2*.© (%) = O(logn).




Nell'immagine che segue ci sono i primi livelli dell’ albero di
ricorsione per T'(n) = 27(y/n) + ©(logn):

Costo Livello O: 1-©6(logn)

Costo Livello 1: 2-9(1—°§—") = O(logn)

Costo Livello 2: 4-0(*4") = ©(logn)

Calcolo del numero di livelli. L'albero si espande fino a quando
1 sottoproblemi raggiungono dimensione 2 cioé:

1
n2* =2 =k =log,log,n
Costo complessivo. Il costo totale e la somma dei costi su tutti
i livelli:

log, log, n
Costo totale = Z O(logn) = O(logn loglogn).

k=0




Metodo di sostituzione

O(1) sen=2
T(n) = { 2T(y/n) + ©(logn) altrimenti

Dimostreremo che T'(n) = ©(lognloglogn) in due passi:

1. prima mostrando che T'(n) € O(lognloglogn),

2. e successivamente dimostrando che 7'(n) € 2(lognloglogn).




Passo 1: Dimostrare che 7°(n) € O(logn loglogn)

Eliminando l'asintotica dall’'equazione di ricorrenza e partendo per
semplicita di calcoli da n =4, otteniamo:

T(r) — b sen=4
(n) = 2T(y/n) + alog,n altrimenti

Dimostreremo che esiste una costante ¢ per cui
T'(n) < clog,nlog, log, n.
Prendendo ¢ > b e considerando che log,4log, log,4 =2 > 0 abbiamo
T'(4) =b < clog,4log, log, 4

e l'ipotesi vale per il caso base.

Sostituendo l'ipotesi induttiva per 7'(y/n), otteniamo:

T(n) < 2¢-log, v/n-log, log, vn + alog, n.
Poiché log, y/n = 139223 e log, log, v/n = log, log, n — 1, abbiamo:
T(n) <c-log,nlog,log,n—clog,n+alog,n <c-log,nlog,log,n.

dove l'ultima diseguaglianza vale se ¢ > a. Quindi, prendendo
¢ = max{a, b}, abbiamo dimostrato che:

T'(n) = O(lognloglogn)




Passo 2: Dimostrare che 7'(n) € Q(lognloglogn)

Eliminando l'asintotica dall’'equazione di ricorrenza otteniamo:

T(n = b se n=2
| 2T'(v/n) +alog,n altrimenti

Per dimostrare che 7'(n) € Q(lognloglogn), possiamo utilizzare
un argomento analogo a quello che abbiamo usato per la parte di
O(lognloglogn), ma in senso opposto. Ipotizziamo che esista una
costante ¢ > 0 tale che:

T'(n) > clog,nlog, log, n
Per n =2 abbiamo
T(2)=b>0=c-0=clog,2log,log,2

dove l'ultimo passaggio segue perché log,log,2 = 0. Dunque l'ipo-
tesi vale per il caso base.

Supponendo che per T'(y/n) valga l'ipotesi induttiva:
T(v/n) > clog, vnlog, log, v/n.
Poiché log, v/n = lm% e log, log, v/n = log, log,n — 1, abbiamo:

log, n

T(Vn) 2 e —3

Sostituendo nella ricorrenza:

- (log, log, n —1).

T(n)>2- (c~ bgTQH - (log, log, n — 1)) +alog,n.
Semplificando:

T'(n) > c¢-log,nlog,log,n+ (a —c)log,n > d-log,n-log, log, n

dove l'ultima diseguaglianza segue se ¢ < a.
Quindi, assumendo ¢ = a, possiamo concludere che : T'(n) € Q(lognloglogn).




Esercizio 3
Consideriamo la seguente ricorrenza:

O(1) sen=1
T(n) = { AT (2) + ©(n) altrimenti




Metodo iterativo

T(n) = 4T (%) +6(n)

4(4T(;) e (%)) +O(n)

- 1 (5) L ve(5)




1—1
vr(2)+Sve(3)

n

Ci fermiamo quando o = 1 vale a dire i =log,n ed otteniamo ...
logn—1
T(n) = 4°%"T(1)+0 [n » 2
7=0

= 27°827Q(1) + © (n2'°&™)
= 0O(n*) + 6 (n?)
= 0O (nQ)

Dunque la soluzione tramite questo metodo e O(n?).




©(1) sen=1
T(n) = { AT (%) + O(n) altrimenti

Metodo principale

Possiamo applicare questo metodo perche la
ricorrenza soddisfa le ipotesi del teorema; inoltre:

e a=4, b=2

. nlogba — nlog24 — n2

. f(n)=00mn) =0 (nlogba_e) (ad es. per e = 1)

Siamo quindi nel caso 1, da cui: T(n) = O(n?).




T(n) = { O(1) se n=1

AT (2) +©(n) altrimenti

Metodo di sostituzione

Dobbiamo 1innanzi tutto eliminare la notazione
asintotica, quindi l'equazione diventa:

T(n) =4T<%> +b-n
T(1) = a

Dove a e b sono costanti positive. Proviamo a
dimostrare per induzione che la soluzione e:

T(n) > c-n?, dove c & una costante da
determinare.




Passo base. T(1) =a > ¢, da cui deduciamo una prima
condizione su c.

Passo induttivo. Sostituendo nell'equazione generica
otteniamo:

2
T(n) > 46(%) b-n
= ¢c-n°+b-n
> c-n’

Ne concludiamo che T(n) = Q#?).




Per quanto riguarda la maggiorazione, tentiamo la

soluzione T(n) <c-n’> dove cé una costante da
determinare.

Passo base. T(1) =a < ¢, da cui deduciamo una prima
condizione su c.

Passo induttivo. Sostituendo nell'equazione generica
otteniamo:

2
T(n)§4c<§> +b-n=c-n*+b-n che non & mai

< c¢-n* perché b & una costante positiva.




Tentiamo allora T(n) < c-n’—d-n.

Passo base. T(1) =a <c—d che e vera per certi valori di c e d
(ad esempio c =2d e d > a)

Passo induttivo. Sostituendo l'ipotesi induttiva nell'equazione

otteniamo: )
n n
< ) — _ :
T(n) < 4(0(2) d(2)>—|—b n
= ¢-n*—2d-n+b-n
— ¢n°—d-n—d-n+b-n
< ¢-n°—d-n

Dove l'ultima disequaglianza segue prendendo d > b.
Ne concludiamo che prendendo ¢ = 2de d = max{a,b}si ha

T(n) = O(n?).

Unendo le due limitazioni abbiamo: T(n) = On?).




T(n) = { A(l-)l(“l()%) + O(n) aslir?m_erllti
Metodo dell'albero
- Nell'albero ogni nodo ha 4 figli questo significa che a livello i ci
saranno 4' nodi ciascuno dei quali contribuira per un costo © (%)

n

. La ricorsione termina quando ?=1, a dire i=1log,n questo
l

significa che i livelli dell’albero sono logn+1 (da O a logn).

Il contributo totale sommato per livelli sara

logn logn logn
Z;; +o <§> = ; 2'9(n) = O(n) Z‘; 2' = OO (2°8") = B(MO(n) = B(n?)

X
Dove per risolvere la sommatoria ho utilizzato ZZi =0 (ZX)
i=0




Esercizio 4
Consideriamo la sequente ricorrenza:

O(1) sen=1
T'(n) = { 2T (%) + ©(n?) altrimenti




Metodo Iterativo

T(n) = zT(g

|
(\)
N\
(\)
~
N N
Ny
N
_|_ N—
_|_
D
7\
NS oS
N—
\W)
N—
N—
_I_
D
S
=

Z 22T (ﬁ) 20 ((—)2> +O(n?)

~ 27 (L) +sz@((ﬁ)2)




2T (%) + 0 (n2 S 213)

=0
Ci fermiamo quando %: 1 vale a dire i =log,n ed otteniamo ..
| : log n—1 |
T(n) = 29°%="T(1)+0 |n JZO o

= nO(1) +6(n*)O(1)
= O(n) + 60(n°)
- o)

X

Dove ho utilizzato Zci = 0O(l) quando c < 1
i=0
Dunque la soluzione tramite questo metodo e O(n?).




" O(1) sen=1

T'(n) = | 27 (2) +©(n?) altrimenti

Metodo Principale

Possiamo applicare questo metodo perché la ricorrenza
soddisfa le ipotesi del teorema; inoltre:

° a:2,b=2

. nlogba — nlog22 — 7

. fn) = O(n*) = Q'8 **€) (ad es. per g=1)

L n n\° n? 5 |
Poiché a-f|— | =2—) =— <c¢n® con ¢ =—, siamo
b 2 2 2

nel caso 3 e possiamo concludere che T(n) = O(n?)




O(1) sen=1
T'(n) = { 2T (%) + ©(n?) altrimenti

Metodo di sostituzione

Dobbiamo i1nnanzi tutto eliminare la notazione
asintotica, quindi l'equazione diventa:

T(n) = 2T <%> +b-n?

(1) =a
Per a e b costanti positive.
Proviamo a dimostrare per induzione la soluzione:

T(n) < cn’ dove c & una costante da determinare.




Passo base. T(1) £ a £ ¢, da cuil deduciamo una prima
condizione su c.

Passo induttivo. Sostituendo nell'equazione generica
otteniamo:

n\ 2 5
T(n) < 20(§> +b-n
2
n
— c— 4+ b-n?
c2+ n
C
- (< b) 2
(2+ "
< c-n?

C
Dove l'ultima disuguaglianza vale se E+b < c e basta

quindi prendere ¢ > 2b.
Abbiamo dimostrato che T(n) = O(n?)




Proviamo ora a dimostrare per induzione che vale anche
T(n) = Q(n?). Ipotizziamo dunque:
T(n) > ¢ - n* dove ¢ & una costante da determinare.

Passo base. T(1)=a>c, da cui deduciamo una prima
condizione su c.

Passo induttivo. Sostituendo nell'equazione generica
otteniamo:

A 2
T(n) > 20(5) +b-n?
n2

a4 p.n?
62+n

(30)"

2

> c-n

Dove l'ultima disuguaglianza vale se §+b > ¢ e basta quindi

prendere ¢ < 2b.
Ne deduciamo che con ¢ = min{a, 2b} vale T(n) = Qn?)

Dalle due limitazioni concludiamo che Tini = @inzi




O(1) sen=1
T'(n) ={ 2T (%) + ©(n?) altrimenti

Metodo dell'albero

- Nell'albero ogni nodo ha 2 figli questo significa che a livello i «ci
2
saranno 2' nodi ciascuno dei quali contribuird per un costo ®<<%> >

n . [
. La ricorsione termina quando BT =1, vale a dire i =log,n questo
l

significa che i livelli dell’albero sono logn+1 (da O a logn).

Il contributo totale sommato per livelli sara

logn | n 2 logn nz 2logn 1 )
) 2@ <7> =) © = |=0 nzg = 0(n?)
=0 =0 =0

Dove per la sommatoria ho utilizzato Zci = 0O(1) quando c < 1.
i=0




Esercizio 5
Consideriamo la seguente ricorrenza:

[ eq) sen=1
T(n) = { 2T (%) + ©(nlogn) altrimenti

Metodo principale:
-a=b=72
. nlogba —n
- n e asintoticamente piu piccolo di f(n) =nlogn, ma
non polinomialmente piu piccolo.

Di conseguenza non possiamo applicare il metodo del
teorema principale.




Metodo iterativo

T(n) = 2 (g + ©(nlogn)

|

)
——~ N

)

|
N
~
—~
2z
+
@

i—1
Z(logn —log 27)
j=0

| i—1
= 2'T (§> + 0 njz;(lognj))




n

2'T (2z) + © nZ(logn —7)

n
Ci fermiamo quando o= 1 vale a dire i =log,n ed otteniamo ..

T(n) = 2°87T(1)+6 (n > (logn - j))
= nO(1)+ 06 (n §:nk>
k=1
= O(n)+0(n log” n)
= 0 (n log? n)

Dove ho usato che Zk =0 (xz)
k=1




[ ©(1) se n=1
T(n) _{ 2T (%) + ©(nlogn) altrimenti

Metodo di sostituzione

Impostiamo la dimensione del caso base a 2, per evitare di
dover gestire il caso di log 1 = O = T(2)= 6(1).

Dobbiamo innanzi tutto eliminare la notazione
asintotica, quindi l'equazione diventa:

T(n) = 2T <§> +b-nlog,n

- T(2)=a
dove a e b sono costanti positive




Proviamo a dimostrare per induzione la soluzione:

T(n) <cn log%n, dove c € una costante da determinare.

Passo base. T(2) =a <c*2*1, che e vera per ¢ > a/2.

Passo induttivo:

T(n) 2T (g) +b-nlog,n

n. on
2% . — log? —
c- 5 logy 5
-n(logyn — 1) +b-nlog,n

+b-nlogyn

-n(logon +1—2logyn) +b-nlog,n
-nlogon+c-n—2c-nlogon+0b-nlog,n

-nlogo,n —c-nlogyn+b-nlog,n

/AN VAN VANR VANSE VANSENS VAN
O 0 o o o

-nlog,n

Dove la penultima diseguaglianza vale perché cn <cnlogn e per l'ultima
diseguaglianza basta prendere ¢ > b

Abbiamo quindi dimostrato che T(n) = O(n log? n)

Si lascia per esercizio dimostrare che T(n) = Q(n log? n)




Esercizio 6
Consideriamo la seguente ricorrenza:

() O(1) se n=1
T'(n) = n n : :
2T (%) + © (logn) altrimenti
Metodo principale:
ca=b=2
nlogba —7n
_ n é asintoticamente piu grande di f(n) = 1 k , Ma non
ogn
polinomialmente.

Di conseguenza non possiamo applicare il metodo del teorema
principale.




Metodo iterativo

T(n) = ) <logn>
(3)+© (inr) ) *© (i)

T
_ 2 (M n n
(2 ) O (log2 n/2> O (logn)




3=0

1—1
27 (3) e (5 e

n
Ci fermiamo quando — =1 vale a dire i =log,n ed otteniamo ..

1
1 logn—1 1
— 0go M
T(n) 2l°g2m7(1) + O (n ;0 Fr—
logn 1
= nO(1)+06 (n %>
k=1
= O(n)+ 6O (nloglogn)
= O (nloglogn)

X

1
Dove ho usato che Z — = B(log x)
k=1 k




