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Il problema delle azioni
Per studiare l’andamento del mercato azionario 
bisogna seguire i prezzi delle azioni in un lasso di 
tempo abbastanza lungo, diciamo n giorni. 
Se si dispone dei prezzi di un’azione per n giorni, si 
può calcolarne lo span.  
Lo span relativo a un giorno i è il massimo numero di 
giorni consecutivi precedenti in cui il prezzo del 
prodotto è stato minore o uguale a quello proposto il 
giorno i. 
Quindi lo span relativo a n giorni è l’insieme degli 
span relativi agli n giorni dei quali si conoscono i 
prezzi.
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Calcolare lo Span
I prezzi di un’azione nell’arco di n giorni sono 
arrangiati in un un array X. 
Vogliamo calcolare lo span S[i] di X[i], cioè il 
massimo numero di elementi consecutivi 
immediatamente precedenti e minori o uguali a X[i]. 
  
Il minimo span di X[i] è 1, perché si conta anche X[i]. 

Esempio:
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6 3 9 4 5 8
0 1 2 3 4 5X=

1 1 3 1 2 3
0 1 2 3 4 5S=
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Calcolare lo Span
• Dato un array X, lo span S[i] di X[i] è il massimo 

numero di elementi consecutivi immediatamente 
precedenti e minori o uguali di X[i]  

• quindi il minimo span di X[i] è 1, perché lui stesso 
conta
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Possiamo dire che   S[i] = i - j  se j è il primo indice 
andando verso sinistra da i in X tale che X[j] è 
maggiore di  X[i].  
Quindi  S[i] = i - j se X[j] > X[i] e X[j+1],…,X[i-1],X[i] ≤ X[i] 

Per esempio X[5] = 8 e X[4] < 8, X[4] < 8 , mentre X[2] = 
9>8, quindi S[5] = 5 - 2 = 3  

6 3 9 4 5 8
0 1 2 3 4 5X=
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Un Algoritmo per calcolare lo span
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Algoritmo span1 ha complessità O(n2)

  Nel caso peggiore 
per ogni i esamino 
tutti i precedenti. 
Allora il ciclo esterno  

  comporta 
l’esecuzione di  

  1 + 2 + …+ (n − 1) 
istruzioni

Algorithm span1(X) 
 Input:array X di n interi,  
   con indici da 0 
 Output: array S di span di X       
 crea un nuovo array di n elementi 
for i = 0 to n-1 
           j=1 
           while (j≤i and X[i-j] ≤ X[i]):  
                    j = j+1 
           S[i]  = j 
return S  
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Analisi del problema
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m è l’indice del primo elemento verso sinistra tale che X[m] > X[i]. 
Per definizione sappiamo che S[i] = i - m.  
Supponiamo che X[j], X[k],… ≤ X[i] e anche che 
X[j+1] ≤ X[j+2] ≤ … ≤ X[i]  mentre X[j] > X[j+1] 
X[k+1] ≤ X[k+2] ≤ … ≤ X[j]  e X[k] > X[k+1] 
… 
X[m+1] ≤ X[m+2] ≤ … ≤ X[k]  e X[m] > X[m+1] 

S[i] = i - m se X[m] > X[i] e X[m+1],…,X[i-1],X[i] ≤ X[i]

 X[i]

X[i-1]
X[j+1]

 X[j]

X[j-1]
X[k+1]

 X[k]

X[k-1]

   m m+1 …

X[m] 

k-1 k k+1 … j-1 j j+1 … i-1 i

X[m+1]
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Analisi del problema: caso  X[i+1]<X[i]
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S[i+1] = 1 perché se X[i+1] < X[i] l’unico elemento 
minore o uguale a X[i+1] è X[i+1] stesso.

S[i] = s se X[i-s],…,X[i-1], X[i] ≤ X[i] e X[i-(s+1)]>X[i]

X[i+1]

 X[i]

X[i-1]
X[j+1]

 X[j]

X[j-1]
X[k+1]

 X[k]

X[k-1]

   m m+1 …

X[m] 

k-1 k k+1 … j-1 j j+1 … i-1 i i+1

X[m+1]
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Analisi del problema: caso  X[i+1]≥X[i]
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Conoscendo S[i], S[j] ed S[k] potrei calcolare S[i+1] come la loro 
somma,  S[i] + S[j] + S[k], perché se X[j+1] ≤ X[j+2] ≤ … ≤ X[i], già 
S[i] tiene conto degli elementi da X[j+1] a X[i], che sono tutti più 
piccoli di X[j], così come S[j] per gli elementi da X[k+1] a X[j] e 
S[k] per gli elementi da X[m+1] a X[k] 
Essendo  X[m] > X[i+1], è m l’indice sul quale fermare la somma

 X[i]

X[i-1]
X[j+1]

 X[j]

X[j-1]
X[k+1]

 X[k]

X[k-1]

   m m+1 …

X[m] 

k-1 k k+1 … j-1 j j+1 … i-1 i

X[m+1]

X[i+1]

i+1

S[i+1] = i+1 - m se X[m] > X[i+1] e X[m+1],…,X[i-1],X[i] ≤ X[i+1]
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Passo di calcolo, quando X[i+1]≥X[i]
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Per calcolare S[i+1] = S[i] + S[j] + S[k] ci servirebbe conoscere j,k  e m per poter 
confrontare X[i+1] con X[j], X[k] e  X[m].  
Se impilassimo l’indice h quando consideriamo X[h] e lo estraessimo dalla pila se 
X[h+1] > X[h], nel nostro esempio nella pila dovremmo avere, quando 
consideriamo i+1 e prima di ogni confronto, gli indici i,j,k,m con i in cima. 
Se eliminassimo dalla pila gli indici corrispondenti a elementi minori o uguali a 
X[i+1], rimarremmo con m in cima alla pila e potremmo porre S[i+1] = i+1 - m, 
perché sappiamo che sono tutti quelli più piccoli, consecutivi e immediatamente 
precedenti a X[i+1].

X[i+1]

 X[i]

X[i-1]
X[j+1]

 X[j]

X[j-1]
X[k+1]

 X[k]

X[k-1]

   m m+1 …

X[m] 

k-1 k k+1 … j-1 j j+1 … i-1 i i+1

X[m+1]
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Passo di calcolo, quando  X[i+1]<X[i]
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Nella pila ci sono i,j,k,m con i in cima, ma X[i+1] < X[i], per 
cui i non deve essere tolto dalla pila (più avanti potrei 
incontrare un elemento maggiore). 
Sappiamo che  S[i+1] deve essere 1, e possiamo ottenerlo 
sempre usando l’elemento in cima alla pila perché S[i+1] = 
i+1 - i = 1

X[i+1]

 X[i]

X[i-1]
X[j+1]

 X[j]

X[j-1]
X[k+1]

 X[k]

X[k-1]

   m m+1 …

X[m] 

k-1 k k+1 … j-1 j j+1 … i-1 i i+1

X[m+1]
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L’algoritmo: l’idea 
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Quando prendiamo in considerazione l’elemento di indice i: 

1. eliminiamo dalla pila, se non vuota, gli indici j tali che 
X[i] ≥ X[j]  

2. se la pila è vuota si pone S[i] = i+1 
3. altrimenti S[i] = i − h, dove h è l’indice in cima alla pila, 
4. si impila  i

La correttezza segue da quanto visto prima, esaminiamo i vari 
casi: 
se la pila è vuota si danno due casi 

1. all’inizio e allora S[0] = 1,  
2. considerando X[i], tutti gli indici impilati sono stati 

eliminati dalla pila, quindi erano tutti relativi ad elementi 
minori  o uguali a quello che si sta considerando, 
dunque S[i] = i+1. 

altrimenti la cima della pila contiene l’ indice, h , del primo  
elemento da destra maggiore di X[i] e quindi S[i] = i-h 
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Algoritmo2 per  span
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Algorithm span2(X, n)      
    sia S un array of n interi     
 sia A una pila vuota 
   for i = 0 to n − 1 do 
         while (not A.isEmpty() and X[A.top()]  ≤ X[i] ) do A.pop() 
 if A.isEmpty() 
     then        
      S[i] = i + 1  all’inizio la pila è vuota e i = 0, se la pila si 

svuota vuol dire che tutti i precedenti, compreso X[i], sono minori 
o uguali a X[i]      

            else 
       S[i] = i − A.top()   X[A.top()]  > X[i]  
    A.push(i)           
return S   

N.B. : A.top() è l’elemento in  cima alla pila A 
A.pop() elimina dalla pila A l’elemento in cima 
A.push(x) inserisce x come elemento in cima alla pila A 
A.isEmpty() dà true se A è vuota, false altrimenti
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É lineare ?
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Ogni indice dell’array è impilato ed eventualmente tolto dalla pila una volta sola. 
Quindi il ciclo for esterno è eseguito al più n volte. 

L’algoritmo span2  ha tempo di esecuzione asintotico  O(n), e necessita di 
spazio O(n), per la pila.

Algorithm span2(X, n)      
    sia S un array of n interi     
 sia A una pila vuota 
   for i = 0 to n − 1 do 
         while  
          (not A.isEmpty() and   X[A.top()]  ≤ X[i] ) do A.pop()   
         if A.isEmpty() 
     then        
      S[i] = i + 1  
            else 
       S[i] = i − A.top()        
       A.push(i)           
return S   


