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Difficoltà relativa dei problemi

Abbiamo visto nella lezione 14 alcuni problemi indecibili.
Ma sono tutti “ugualmente difficili”? Facciamo solo un esempio:
• 𝜑n è totale
• 𝜑n(n) termina (halting problem)
Notare che questi problemi si possono vedere semplicemente come 
problemi di calcolare la funzione caratteristica di un insieme di 
numeri naturali…
Supponiamo di saper dire se una funzione è totale. Riusciamo a 
risolvere l’halting problem?
SI. Basta considerare la funzione costante f = 1 se 𝜑n(n) termina e 
indefinita altrimenti. f è totale se e solo se 𝜑n(n) termina.   
Quindi, usando un programma che decide la totalità saprei 
decidere l’halting problem.
Come dovrebbe essere intuitivo, il contrario non si può fare.



Alcuni risultati di computabilità

I gradi di computabilità formano un ordine parziale.
Più precisamente un reticolo: cioè presi due problemi, ce n’è sempre 
uno che è più difficile (facile) di entrambi.
C’è una gerarchia infinita di problemi difficili, o classi di problemi 
equivalenti in cui le inclusioni tra le classi è stretta. Una classe è un 
insieme di problemi che sono equivalenti dal punto di vista della 
Teoria della Computabilità.
Interessante osservare che la diagonalizzazione è lo strumento 
principe per dimostrare che esiste almeno un problema in una classe 
che non appartiene a un’altra.



Funzioni che crescono troppo

Tutto quello che è computabile è concretamente computabile con 
una quantità ragionevole di risorse computazionali?
Esempio: funzione di Ackermann (versione a 2 par. di Rosa Peter):

A(0, n) = n+1
A(m+1, 0) = A(m, 1) 
A(m+1, n+1) = A(m, A(m+1, n))

È facile vedere che è totale, perché le chiamate “scendono” 
sull’ordine lessicografico delle coppie di interi (nella terza 
clausola, la chiamata esterna scende sul primo parametro, quella 
interna scende sul secondo parametro).
Se la implementate in C, il risultato più probabile è “Stack overflow” 
già per chiamate tipo A(5, 0) oppure A(4, 3).
Ad esempio, A(4, 2) ha già quasi 20.000 cifre decimali.

Cresce più di ogni torre di esponenziali! cioè 𝒏𝒏
…𝒏$ 𝒏	𝒗𝒐𝒍𝒕𝒆



Problemi Facili e Problemi Difficili

L’analisi di un algoritmo può essere molto difficoltosa, ma alla fine è 
comunque un limite superiore al numero di passi eseguiti da una 
specifica procedura di calcolo che ci interessa.
La complessità di un problema sembra viceversa un’impresa 
disperata: occorre considerare tutti i possibili algoritmi che 
risolvono un certo problema [abbiamo visto per l’ordinamento].
Considereremo “facili” i problemi per cui esiste un algoritmo 
polinomiale che li risolve. Indicheremo con 𝒫 la classe dei problemi 
polinomiali.
Viste le dimensioni dei risultati, possiamo essere sicuri che non 
esistono algoritmi polinomiali per problemi come:
• generare le permutazioni di n elementi
• generare i sottoinsiemi di un insieme di n elementi
• calcolare A(n, n).
Osservazione: se il polinomio fosse n100?



Problemi decisionali e di ottimizzaz.

Molti problemi di cui abbiamo parlato e parleremo oggi si 
esprimono naturalmente in forma di problemi di ottimizzazione.
➧Esempio: trovare il node covering di cardinalità minima.

È comodo considerare solo problemi decisionali. Questo permette 
di considerare algoritmi che ritornano 1 o 0 (oppure TRUE o FALSE).
Un problema decisionale è caratterizzabile dall’insieme delle 
sequenze binarie su cui la risposta è 1, detto linguaggio accettato. 
➧Esempio: dato un grafo G e un intero k, esiste un node covering
di cardinalità al più k?

Osservazione: se sapessi risolvere in tempo polinomiale il problema 
di decisione, saprei risolvere in tempo polinomiale anche il 
problema di ottimizzazione.
➧Esempio: nel node covering, provo tutti i k compresi tra 1 ed n, 
numero dei nodi, invocando il problema decisionale un numero 
polinomiale di volte. Posso fare anche ricerca binaria.



Riducibilità in tempo polinomiale

➧Diremo che il problema Y è riducibile polinomialmente al 
problema X se può essere risolto usando un numero polinomiale di 
operazioni elementari e un numero polinomiale di soluzioni del 
problema X. Scriveremo Y ≤P X..
Intuitivamente Y è “più facile” di X, perché una soluzione 
polinomiale di X implica che Y sia risolubile in tempo polinomiale.
Osservate anche che le istanze da risolvere di X hanno dimensione 
polinomiale nell’istanza da risolvere di Y. Infatti, con un numero 
polinomiale di operazioni elementari non posso costruire un’istanza 
di X di dimensione più che polinomiale.

➧Osservazione: ricordiamo che “polinomiale” è relativo alla 
dimensione dell’input, quindi al numero di simboli necessari a 
codificare l’input. 
Esempi: Per un grafo, la dimensione è n + m (con n numero di nodi 
e m numero di archi), per un numero n è log n, per un vettore o lista 
o pila, la dimensione è la lunghezza.



Riducibilità e classe 𝒫

➧Proposizione: Se Y ≤P X e X ∊ 𝒫 allora anche Y ∊ 𝒫
Questo deriva semplicemente dal fatto che posso sostituire tutte le 
chiamate all’oracolo che risolve X con una funzione che risolve X.
Siccome ho un numero polinomiale di chiamate a X, e ciascuna di 
esse costa polinomialmente, allora Y può essere risolto con un 
numero polinomiale di operazioni.
Più interessante è la proprietà contronominale equivalente:
➧Se Y ≤P X e Y ∉ 𝒫 allora anche X ∉ 𝒫
Questo è il tipico modo per far vedere che un problema X è 
“difficile”: si fa vedere che se sapessi risolvere X, allora saprei 
anche risolvere un altro problema Y già dimostrato “difficile”.
Anche se non sappiamo se X e Y possono essere risolti in tempo 
polinomiale, la relazione d’ordine ≤P e l’equivalenza indotta =P ci 
permettono di discutere la difficoltà relativa dei problemi.



Esempio di riduzione
Vediamo due problemi di grafi (uno simile già visto lezione 23).
Indipendent Set (IS) Dato un grafo G=(V, E), trovare il sottoinsieme 
I⊆V di cardinalità massima, in modo che non ci siano u, v ∊ I 
adiacenti, cioè ∀u, v ∊ I, (u, v) ∉ E.
In versione decisionale: dato un grafo G e un intero k, chiedo se 
esiste un sottoinsieme indipendente di V di cardinalità almeno k.
Vertex covering (VC) Dato un grafo G=(V, E), trovare il sottoinsieme 
C⊆V di cardinalità minima, in modo che ogni arco e ∊ E abbia un 
estremo u ∊ C, cioè ∀e ∊ E, ∃ v ∊ C. e = (u, v).
In versione decisionale: dato un grafo G e un intero k, chiedo se 
esiste un sottoinsieme coprente di V di cardinalità al più k.
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Esempio di riduzione

Come suggerito dalla figura, i due problemi hanno un certo grado 
di “dualità”. Infatti, vale il seguente:
Proposizione: Dato un grafo G = (V, E), S⊆V è un indipendent set, 
se e solo se V ∖ S è un node covering di G.
Dim: Consideriamo un arco (u, v). u e v non possono essere 
entrambi in S. Uno dei due sta in V ∖ S. Quindi ogni arco ha un 
estremo in V ∖ S e quindi è un vertex cover.
Viceversa, assumiamo che V ∖ S sia un vertex cover e prendiamo 
due nodi in u, v ∊ S. L’arco (u, v) non può stare in E, altrimenti V ∖ S
non sarebbe un vertex cover. ☐

Dalla proposizione precedente si ottiene subito il seguente:
Proposizione: IS =𝒫 VC.
Dim: per risolvere un problema è sufficiente risolvere l’altro e 
complementare la soluzione. ☐



Esempi più “complesso”

Nel caso precedente avevamo due problemi della “stessa natura”. 
Ma ci sono riduzioni reciproche più “significative”?
Set Covering (SC) Dato un insieme U e una collezione di insiemi S1, 
…, Sm⊆U, e un numero k, esistono k insiemi tali che ∪j=1, …, k Sij = U?
Proposizione: VC ≤𝒫 SC.
Dim: Supponiamo di saper risolvere set-cover e vogliamo risolvere 
vertex cover. Dobbiamo coprire tutti gli archi. E sarà il nostro 
insieme da ricoprire. Consideriamo gli n insiemi di archi 

Si = {(u, v) ∊ E | u = vi oppure v = vi }
Un siffatto set cover di E è un node covering di E perché ogni 
insieme di archi rappresenta la copertura di un nodo.
Set Packing (SP) Dato un insieme U e una collezione di insiemi S1, 
…, Sm⊆U, e un numero k, esistono k insiemi tali che Si ⋂ Sj = ∅ per 
ogni coppia i, j.
Set Packing è l’equivalente sugli insiemi di Indipendent Set e quindi 
IS ≤𝒫 SP.



Macchine non-deterministiche
Abbiamo sempre definito gli algoritmi usando un modello di 
calcolo sequenziale (= si fa un’operazione alla volta) e 
deterministico (=l’effetto di un’operazione dipende in modo 
funzionale dallo stato della macchina).
Le macchine non deterministiche possono fare computazioni che 
dipendono da scelte non deterministiche (simile al choose che ho 
usato a volte negli algoritmi).
Dopodiché si dice che una macchina non-deterministica M risolve 
un problema P, se per ogni istanza di input di P, esiste una 
computazione che dà la risposta corretta.
➧Esempio: algoritmo nondeterministico per node-covering.  
L’operatore ⨁ significa che viene eseguita una delle due istruzioni, 
diverse in diverse esecuzioni.

def nodeCovering(G):
S = ∅
forall v ∊ V:

S = S ∪ {v} ⨁ S = S
return S



Classe 𝒩𝒫
Alternativamente, potete pensare una computazione 
nondeterministica come un albero di computazioni, in cui è 
importante che un solo ramo calcoli la soluzione corretta, come se la 
macchina non-deterministica si “sdoppiasse” a ogni scelta.
Oppure che le scelte siano guidate da un oracolo onniscente.
Si dà la seguente importante definizione di classe di complessità:
➧La classe 𝒩𝒫 è la classe di problemi che sono calcolabili in tempo 
polinomiale da una macchina non-deterministica.
Attenzione che 𝒩𝒫 significa Non-deterministico Polinomiale e non 
non-polinomiale!
➧Caratterizzazione alternativa: P è in 𝒩𝒫 se è possibile verificare 
in tempo polinomiale la correttezza di una soluzione.
Esempio: Se viene fornito un insieme S⊆V, è chiaramente 
polinomiale verificare se S sia un vertex cover di cardinalità k.
Ovviamente, una macchina non-deterministica produce 
efficientemente candidati soluzioni in tempo polinomiale per i 
problemi visti.



𝒫 ed 𝒩𝒫
Chiaramente ogni problema che sta in 𝒫 sta anche in 𝒩𝒫.
Infatti un algoritmo che risolve un problema in 𝒫 può essere visto 
come una macchina non-deterministica che non usa l’operatore ⨁ e 
quindi ha un’unica computazione.
Inoltre, l’algoritmo polinomiale solutore è anche un verificatore!
Quindi 𝒫⊆𝒩𝒫.
Ma che si può dire del contrario? L’inclusione è stretta?
Intuitivamente le macchine non-deterministiche sono molto più 
potenti: un programma sequenziale per esplorare tutte le 
computazioni di una non-deterministica dovrebbe fare la visita di 
un albero di backtracking che ha un numero di nodi esponenziale 
rispetto all’altezza (= nr. di operazioni della macchina non-
deterministica).
Pensando ai certificati, 𝒫 = 𝒩𝒫 sembra significare che verificare una 
soluzione non sia più difficile che trovarla (anche se la nozione di 
essere polinomiale è molto libertina)  



Il campione dei problemi in 𝒩𝒫
Consideriamo delle variabili proposizionali (cioè a valori in 0 e 1) 
x1, x2, …, xn. Un letterale è una variabile proposizionale, oppure la 
sua negazione ¬xi. Una clausola è una disgiunzione di letterali, ad 
esempio x1 ⋁ ¬x2 ⋁ x3. 
Una formula booleana in conjunctive normal form (CNF) è la 
congiunzione di clausole.
Ad esempio (¬x1 ⋁ x2) ⋀ (¬x2). Questa clausola è soddisfacibile
assegnando ad esempio 0 a x1 (quindi soddisfacendo la prima 
clausola) e 0 a x2 (quindi soddisfacendo la seconda clausola).
Viceversa (¬x1 ⋁ x2) ⋀ (¬x2) ⋀ x1 non è soddisfacibile.
➧Il problema della soddisfacibilità o SAT è il problema di 
verificare se una formula in CNF sia soddisfacibile o meno.
È facile vedere che SAT è in 𝒩𝒫: un certificato è un assegnamento 
di valori alle n variabili booleane coinvolte ed è sufficiente 
“calcolare” il valore di verità della formula per quell’assegnamento, 
in tempo lineare nella dimensione della formula.



Variazioni su SAT
Chiamiamo 3-SAT il problema SAT in cui ogni clausole ha al più 3 
letterali.
Si può far vedere che per ogni istanza 𝜑 di SAT, se ne può costruire 
una equivalente di 3-SAT che ha dimensione polinomiale in |𝜑|.
Curiosità: si può sempre trovare una CNF equivalente con clausole 
di al più 2 letterali, ma la dimensione non è polinomiale!
Facciamo vedere che 3-SAT ≤𝒫 IS. Facciamo la costruzione in figura.

C’è un arco di conflitto se nel 
problema SAT ho un letterale 
e il suo negato. 
Ho un insieme indipendente 
se posso scegliere almeno un 
nodo in ogni triangolo, cioè se 
riesco a soddisfare almeno un 
letterale in ogni clausola di 3 
letterali.



Problemi 𝒩𝒫 completi

Esiste un modo per dire quali siano i problemi più difficili in 𝒩𝒫?
➧Un problema P è 𝒩𝒫-completo se per qualsiasi altro problema 
P’ ∊𝒩𝒫 ho P’ ≤𝒫 P.

Teorema (Cook, 1971). SAT è 𝒩𝒫-completo.
Dimostrazione: Difficile e molto tecnica. Intuitivamente, potete 
pensare che riuscite a codificare tutte le computazioni di una 
macchina non-deterministica con gli assegnamenti di verità di una 
opportuna formula proposizionale.
Alternativamente, ogni algoritmo decisionale che ha n bit di input, e 
deve rispondere 0/1 può essere visto come una formula booleana 
che ha come assegnamenti che la soddisfano le sequenze di bit su 
cui l’algoritmo risponde 1. ☐



Trovare altri problemi 𝒩𝒫 completi

Tuttavia, siamo già nelle condizioni di dire che IS, NC, SC, SP sono 
tutti 𝒩𝒫-completi. 
Prima di tutto, ricordiamo che questi problemi sono in 𝒩𝒫.
Poi, se P ≤𝒫 SAT per ogni P ∊𝒩𝒫 e ho fatto vedere che 3-SAT ≤𝒫 IS 
allora necessariamente anche IS è 𝒩𝒫-completo per transitività.
Ma anche NC allora, visto che NC =𝒫 IS. E via dicendo.

In generale, se pensate che un problema Q sia𝒩𝒫-completo, dovete:
a) dimostrare che Q ∊𝒩𝒫
b) trovare un problema P già noto essere 𝒩𝒫-completo, e far vedere 
che P ≤𝒫 Q.

Sono ormai noti migliaia di problemi 𝒩𝒫-completi.
Attenzione: se uno trova che un algoritmo polinomiale per un 
problema 𝒩𝒫-completo automaticamente dimostra che 𝒫=𝒩𝒫 che 
sarebbe, oggettivamente, sorprendente.



Problemi 𝒩𝒫 completi famosi
Vediamo alcuni problemi 𝒩𝒫-completi:
• cammino (o circuito) hamiltoniano: dato un grafo G, dire se se 
esiste un cammino che passa 1 sola volta su tutti i nodi. E il suo 
gemellino, trovare il cammino semplice più lungo in un grafo. 
Oppure il problema del commesso viaggiatore (TSP) che chiede di 
minimizzare il costo di un tour di tutti i nodi.
• k-colorazione: dato un grafo e un intero k, esiste una k-
colorazione? Basta la 3-colorazione per rendere il problema 𝒩𝒫-
completo. Ma la 2-colorazione è facile (basta una BFS ben fatta). 
Anche 2-SAT è polinomiale (si può ”facilmente” ridurre a un 
problema di raggiungibilità di grafi, quindi a una visita)
• problema dello zaino: dati n interi w1, …, wn e un numero 
obiettivo W, esiste un sottoinsieme di numeri di somma 
esattamente W?
• Two disjoint path problem (2DPP): in un grafo diretto, dati 4 
nodi fissati u, v, x, y trovare due cammini disgiunti u ⤳ v e x ⤳ y. 
Questo problema è polinomiale sui grafi non orientati. 



Esperienza personale…

In un st-grafo (grafo diretto con due nodi speciali, s sorgente e t
target) un arco è ridondante se non appartiene a nessun cammino
semplice da s a t.

Prop.: Verificare se un arco u → v non è ridondante (IE, irredundant 
edge) è 𝒩𝒫-completo.
Dimostrazione: a) il problema è in 𝒩𝒫: un certificato è un cammino 
semplice da s a t che contiene l’arco u → v.
b) un arco u → v non è ridondante se e solo se ci sono due cammini 
disgiunti, uno da s a u e uno da v a t. Trovare due cammini 
disgiunti fissati i 4 estremi in un grafo diretto è 𝒩𝒫-completo 
(2DPP) e se sapessi risolvere questo problema, risolverei il 2DPP.

s tu v
s tu v

x y



Sorprese…
Un st-grafo è non-ridondante (IG), se non ha archi ridondanti.
IG ∊𝒩𝒫. Il certificato sono (al più) m cammini semplici da s a t, uno
per ogni arco.
IG intuitivamente è più difficile di IE. Tuttavia si è rivelato
sorprendentemente complicato dimostrare IE ≤𝒫 IG.
Idea: per risolvere IE usando IG, prendere il grafo, aggiungere archi
in modo che l’unico possibile motivo per cui G sia ridondante sia
proprio l’arco u → v.



Asimmetrie: 𝒩𝒫 e co-𝒩𝒫

I problemi in 𝒩𝒫 sono definiti equivalentemente da 2 esistenziali:
• Esiste un certificato verificabile polinomialmente…
• Esiste una computazione accettante di una macchina non-
deterministica

In entrambi i casi, il complemento di queste definizioni non sembra 
altrettanto semplice, perché suona:
• per ogni certificato, non è una soluzione verificabile…
• per ogni computazione della macchina non-deterministica non è 
una computazione accettante…

Esempio: cos’è un certificato per ¬SAT? sarebbe la dimostrazione 
che tutti gli assegnamenti falliscono nel soddisfare la formula.
Per IS: sarebbero tutti i sottoinsiemi di k nodi, nessuno dei quali è 
indipendente... e così via…
Non sono certificati di dimensione polinomiale!



Asimmetrie: 𝒩𝒫 e co-𝒩𝒫

D’altra parte la classe 𝒫 è invece banalmente chiusa per 
complementazione: se un problema è risolvibile da una macchina 
deterministica polinomiale, lo è anche il suo complementare, 
semplicemente invertendo le risposte.

Ma qual è la relazione tra 𝒩𝒫 e co-𝒩𝒫?

Teorema: se 𝒩𝒫 ≠ co-𝒩𝒫 allora 𝒫 ≠ 𝒩𝒫.
Dim.: Dimostriamo la contrappositiva e assumiamo𝒫=𝒩𝒫.

X ∊𝒩𝒫⇒ X ∊ 𝒫⇒ ¬X ∊ 𝒫⇒ ¬X ∊𝒩𝒫⇒ X ∊ co-𝒩𝒫
Similmente:

X ∊ co-𝒩𝒫⇒ ¬ X ∊𝒩𝒫⇒ ¬X ∊ 𝒫⇒ X ∊ 𝒫⇒ X ∊𝒩𝒫.
e dimostriamo quindi una doppia inclusione. ☐



Una infinità di problemi aperti
Quello che abbiamo visto brevemente, descrive la situazione in 
figura. Si ritiene che 𝒩𝒫 ≠ co-𝒩𝒫 e 𝒫 ≠ 𝒩𝒫. 
Questo è l’inizio di una grande gerarchia di un’infinità di classi (∑i e 
∏i) la cui unione è 𝒫-SPACE (problemi risolvibili con spazio 
polinomiale).
Se fosse 𝒩𝒫 = co-𝒩𝒫 allora tutta la gerarchia collasserebbe e 
𝒫 = 𝒫-SPACE. E questa è solo la superficie!



Alcune conseguenze pratiche
Se fosse𝒫=𝒩𝒫 il mondo sarebbe più semplice, ma meno
interessante: trovare una soluzione non sarebbe più difficile che 
verificarla.

E anche meno sicuro: alcuni protocolli di sicurezza (ad esempio 
zero-knowledge) si basano sull’assunzione che 𝒫 ≠𝒩𝒫: chi possiede 
un segreto riesce a produrre un certificato “facilmente verificabile” 
che dimostra il fatto che possiede un segreto senza rivelarlo.
Il verifier pone una serie di domande che implicano la soluzione di 
istanze di un problema 𝒩𝒫-completo al prover.
Se il prover sa rispondere (anche senza fornire le soluzioni) e il 
verifier verifica la coerenza delle risposte, dopo un certo numero di 
round è ragionevolmente sicuro (probabilisticamente) che il prover
sia possessore del segreto.


