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Componenti Fortemente Connesse

Cosa distingue i DAG da un grafo diretto qualsiasi? Una 
generalizzazione dei cicli, dette componenti fortemente connesse 
(o SCC per Strongly Connected Components), che sono 
l’equivalente delle componenti connesse nei grafi non orientati.

Def.: Diciamo che u e v, notazione u ≈SCC v, sono fortemente 
connessi se e solo se u⤳ v e v⤳ u.

Lemma: La relazione ≈SCC è una relazione di equivalenza su V.
Dim: è chiaramente riflessiva per cammini lunghi 0. 
È banalmente simmetrica per definizione.
È transitiva perché da u ≈SCC v e v ≈SCC z deriva immediatamente che 
ci sono i cammini u⤳ v e v⤳ z che si possono comporre in un 
cammino u⤳ z, ma anche i cammini z⤳ v e v⤳ u che ugualmente si 
possono comporre in un cammino z⤳ u e quindi u ≈SCC z. ☐



SCC: Esempio e grafo condensato
Ecco un esempio di componenti fortemente connesse.
Essendo le componenti connesse una relazione di equivalenza, 
posso quozientare il grafo G = (V, E), mettendo un nodo per ogni 
componente connessa e un arco tra due componenti connesse C e C’
se esiste u ∊ C e v ∊ C’ e u → v ∊ E.
Il grafo condensato, GSCC è un DAG [dimostrare➧Esercizio, facile].
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DFS & SCC
La DFS è il cuore di ogni algoritmo che determina le SCC di un 
grafo diretto. Vediamo delle considerazioni preparatorie, basate sul 
tempo di uscita out[v] di un nodo in una DFS.
Assumiamo out[u] > out[v] e vediamo quando accade:
• Caso 1. v è un discendente di u (nell’albero di visita)
• Caso 2. u e v non sono discendenti l’uno dall’altro.
• Potrebbero invero avere un antenato comune s, scoperto in 
precedenza, che “taglia” eventuali visite di u verso v o viceversa.
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Riassumendo…

In una DFS si visitano tutti i discendenti non già scoperti.
I nodi scoperti prima, però, hanno tempo di uscita maggiore dei 
loro discendenti.
Quindi, il primo nodo scoperto di una componente fortemente 
connessa, avrà tempo di uscita maggiore di tutti gli altri.

Definiamo ora out(C) = maxu ∊ C out(u) e in(C) = minu ∊ C in(u). 
Abbiamo inoltre il seguente:
Lemma: date due componenti connesse C e C’, se esiste un arco 
tra u ∊ C e v ∊ C’ allora out(C) > out(C’).
Dim.: (sketch) occorre sempre distinguere due casi: 
• viene scoperto prima un nodo di C (e in tal caso tutti i nodi di C’ 
saranno suoi discendenti nell’albero di visita) 
• viene scoperto prima un nodo di C’. In tal caso, non ci sono archi 
verso C (altrimenti C e C’ non sarebbero distinte) e quindi 
out(C) > in(C) > out(C’). ☐



SCC e Grafo Trasposto

Abbiamo visto a inizio lezione che per verificare se un grafo è 
un’unica componente connessa si facevano due visite una su G e 
una sul grafo trasposto GT.  
È facile vedere che le SCC di G sono esattamente le stesse di GT. Se 
la prima visita determina i discendenti, la seconda verifica se ogni 
discendente può raggiungere i suoi predecessori nell’albero di visita.

Tuttavia, usando il lemma precedente ho:
Corollario: date due componenti connesse C e C’, se esiste un arco 
in GT tra u ∊ C e v ∊ C’ allora out(C) < out(C’).
Se radico una DFS in GT nel nodo con out(u) massimo in una DFS di 
G, visito solo nodi della stessa componente connessa di u. 
Quindi radicando le visite in ordine inverso rispetto a out(u) 
ottenuto da una DFS, procedendo a “ritroso” sul grafo trasposto, 
ottengo un albero di visita per ogni componente connessa (osservate 
che qui potete usare anche una BFS!).



Algoritmo per calcolare SCC

Riassumiamo in pseudocodice l’algoritmo delineato finora.
Alcuni problemi su grafi diretti si risolvono condensando il grafo 
nel DAG GSCC. Oppure riflettendo alla soluzione in un DAG e poi 
estendendo la soluzione al caso generale ragionando sulle SCC.
Il più famoso (ed efficiente) algoritmo per trovare le SCC è dovuto a 
Robert Tarjan (una vera perla!) e fa un’unica DFS! (memorizzando 
opportune informazioni) ma può risultare un po’ oscuro e 
ovviamente, ha la stessa complessità asintotica di questo: 𝛳(n + m)

def calcolaSCC(G):
L = dfsSCC(G) 
# L lista di nodi ordinati inversi per out(v)
GT = trasposto(G)
p = dfsSCCT(GT) # p è l’albero di visita
scc = calcolaSCC(p)
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➧Esercizio 1: Dato un grafo G = (V, E) non orientato e connesso e due 
insiemi di nodi W, Z⊆ V calcolare la distanza tra W e Z, dove la distanza 
tra due insiemi di nodi è data da minw ∊W, z ∊ Z d(w, z). Una buona soluzione 
dovrebbe avere complessità 𝛳(n+m).

Esercizio 1 del 20/5/2022

Una soluzione ignorante è far partire una BFS per ogni nodo in W. 
Così facendo, troviamo tutte le distanze da ogni w ∊W a ogni altro 
nodo, in particolare quelli di Z.
Possiamo anche fermarci non appena troviamo il primo z ∊ Z e 
ritornare la sua distanza da w. 
Così facendo otteniamo un algoritmo di complessità 𝛳(n(m + n)).
Ma si può fare meglio?



Esercizio 1 del 20/5/2022: soluzione
C’è una soluzione in tempo 𝛳(m + n) che fa un’unica BFS. 
L’idea è cominciare la BFS con tutti i nodi di W nella coda e 
inizializzare d[w] a 0 per tutti i nodi w ∊W.
Poi si procede come in una normale BFS, in cui si assegna a ogni 
nodo v, la distanza d[v]=d[u]+1, dove u è il nodo da cui viene 
scoperto v. Ci si può arrestare al primo nodo z ∊ Z. 
Il costo è quindi quello di una sola visita.
Strutture dati: è conveniente rappresentare W e Z con due vettori 
caratteristici: w[u]=TRUE se e solo se u ∊W e similmente z per Z.

def distWZ(G, z, w):
Q, d = newQ(), allocInit(n, -1)
forall v ∊ V[G]: 

if w[v]: enqueue(Q, v)
d[v] = 0
if z[v]: return 0 #caso W ⋂ Z ≠ ∅

do:u = dequeue(Q)
forall v ∊ adj(u):

if d[v] < 0: enqueue(Q, v)
d[v] = d[v] + 1

if z[v]: return d[v]



➧Esercizio 2: Dato un grafo G non orientato connesso restituire una 
passeggiata (come lista di nodi) che attraversa tutti gli archi di G 
esattamente 2 volte. Ciascun arco verrà percorso una volta in una direzione 
e l’altra volta nella direzione opposta.

SUGG: risolvere lo stesso problema con un albero binario modificando la 
visita in profondità. E poi applicare ai grafi.

Esercizio 2 del 20/5/2022

Spero nessuno abbia problemi a risolvere questo problema con gli 
alberi binari: basta sfruttare il fatto che una funzione ricorsiva va e 
poi torna… nota fin dall’Esercitazione 3 con il baricentro ricorsivo…
Serve una specie di visita pre-in-post order J attenzione ai sotto-
alberi vuoti!

def visitaAR(B): # REQ: B ≠ EMPTY
print key[B]
if lft[B] ≠ EMPTY: visitaAR(lft[B])

print key[B]
if lft[B] ≠ EMPTY: visitaAR(rgt[B])

print key[B]



Esercizio 2 del 20/5/2022

La soluzione precedente generalizza a n figli: si stampa sempre il 
nodo una volta, e poi al ritorno da ciascun figlio.
Se l’albero è rappresentato con liste di adiacenza (come fosse un 
grafo) la cosa non è particolarmente difficile. E per un grafo?
Uguale 🙃 Si fa una visita, si ottiene l’albero di visita: unica 
attenzione stampare avanti/indietro gli archi non dell’albero.
Se vi sembra complicato… basta fare una DFS ricorsiva 🙃
Osservare che in questo caso non è rilevante l’ordine in cui si 
inserisce in L, perché se L è una soluzione lo è anche reverse(L) 🙃

def dfsAR(B, u, L): 
# REQ: B ≠ EMPTY

L = cons(L, u)
if not marked[u]:

forall v ∊ adj(u):
L = dfsAR(B, v, L)
L = cons(L, u)

return L


