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Rappresentazioni in memoria

Usualmente i nodi di un grafo finito di n nodi vengono
rappresentati implicitamente con i numeri in [1, n] (o [0, n)).

Ci sono numerosissimi modi di rappresentare gli archi di un grafo
in memoria. Tra queste noi vedremo:

 liste di adiacenza

* matrice di adiacenza
* matrice di incidenza
 liste di archi

Al solito, la struttura dati puo essere piti 0 meno buona a seconda
delle operazioni che sono richieste per risolvere un determinato
problema.

Sono listate in ordine di diffusione e in particolare le prime due
sono di gran lunga le pit usate, a meno di validi motivi per
scegliere altre rappresentazioni.



Liste di adiacenza

Questa rappresentazione consiste in un vettore di liste.

Il vettore adj, per ogni nodo v, contiene un puntatore alla testa della
lista dei nodi adiacenti a v.

Rappresentando un grafo non orientato, ogni arco (1, v) appare due
volte: nella lista adj[u] troveremo il nodo v, e nella lista adj[v]
troveremo troveremo il nodo u.

Nei grafi orientati ogni arco appare una sola volta.

Altre informazioni (esempio: peso dell’arco) possono essere
codificate anch’esse nella lista.

L’occupazione in memoria e 6 (n+m)

Esempio: Il grafo a sinistra puo essere
rappresentato dal seguente vettore adj:

adj[1] = [2] adj[ e+ 5 e

adj[2] = [5, 3, 1] {5 [+p[3 [-[1
Eld]?) = 4, 5, 21 ° > 4 |e> 5 | o>
lld] 4 =13, 5] o 3 |e> 5 |0
ad] ] 2,4, 3] 1> 2 | 4 [ 3




Matrice di adiacenza

Questa rappresentazione consiste di una matrice A n x n indicizzata
sui nodi del grafo.

L’arco (u, v) e presente se a[u][v]=1.

Nei grafi non orientati, la matrice é simmetrica, cioe a[u][v]=alv][u].
Anche qui, informazioni come il peso possono essere rappresentate
nella matrice, sostituendo 1 con w(u, v).

L’occupazione di memoria e 6(n?).

Esempio: La matrice rappresenta
(numeri verdi) il grafo diretto a sinistra.

Tutti 1 numeri la versione non diretta.
1 2 3 4 5

1 1

2|1 1 1
3 1 1|1
4 1 1
5 1111




Matrice di incidenza

Questa rappresentazione consiste di una matrice I n x m, righe
indicizzate sui nodi e colonne indicizzate sugli archi.

Si mette un 1 in I[u][e] se u € un estremo dell’arco e.

Nei grafi orientati, & possibile mettere -1 nel nodo di partenza e 1 in
quello di arrivo, cioe se e=u — v, [[u][e] = -1 e I[v]][e] = 1.

Anche qui, informazioni come il peso possono essere rappresentate
nella matrice, sostituendo 1 con w(u, e).

L’occupazione di memoria e 6(n-m).

Esempio: Ricordando che nella
versione non orientata ho tutti 1...

g b= W N =
.
.
e




Liste di archi

A dispetto del nome, in questa rappresentazione ho un vettore L di
lunghezza m che contiene per ogni arco la coppia di vertici.
Equivalentemente posso usare due vettori di vertici.

I grafi orientati si rappresentano nello stesso modo, solo che si
interpreta uno dei due vettori come il nodo da cui esce e I’altro come
il nodo in cui entra "arco.

11 peso pu(‘) essere rappresentato aggiungendo un campo o 1IN un
terzo vettore.

L’occupazione di memoria & O(m).

Esempio: La lista di archi e identica per
versione orientata/non orientata.

a b ¢ d e f
2153/ 3 /4)|3
11224 5|5




Confronto tra rappresentazioni

Vediamo ora di riassumere 1’'occupazione in memoria di un grafo e
la complessita di alcune operazioni semplici: vedremo che le 4
rappresentazioni viste possono avere pestazioni molto diverse.

Operazione Occupaz. calcolare
memoria deg(v) (u, 0) € E2
Strutt. Dati 5
Liste di Adiacenza O (n+m) : 0(deg(v) ) O(deg (u) )
si scorre adj(v) scorre adj(v)
Matrice di Adiacenza O (n?) : o(n) . 6(1)
si scorre riga v legge alu][v]
. 6(m)
Matrice di Incidenza O(n-m) : (m) : si scorre riga u
si scorre 1iga v :
poi stessa col.v
Lista di Archi O(m) O(m) O(m)

si scorre vet.

si scorre vet.
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Due Esercizi/ Teoremi

Proposizione: In un grafo con almeno 2 nodi, ci sono sempre due
nodi con lo stesso grado.

Dim: Assumiamo il grafo connesso. Se non lo fosse, prendiamo una
componente connessa qualsiasi con almeno due nodi (se non c’e, ci
sono almeno due nodi con grado 0).

I gradi sono nell’intervallo [1, n - 1]. I nodi sono #n. Per il principio
dei buchi di piccionaia, due nodi devono avere lo stesso grado. [

Dato G = (V, E) il grafo complementare G- = (V, E¢) e il grafo con
gli stessi nodi e I'insieme di archi E€={ (4, v) | (u, v) ¢ E }

Proposizione: Almeno uno tra G e G¢ ¢ connesso.

Dim: Consideriamo il caso in cui G non sia connesso (altrimenti non
c’e nulla da dimostrare perché G e connesso).

Siano u, v due nodi qualsiasi di G. Se u e v appartengono a due
diverse componenti connesse di G, allora c’e I'arco (1, v) in GC.

Se sono nella stessa componente connessa diciamo G;, prendiamo
un nodo qualsiasi z in un’altra componente connessa G,.Gli archi
(4, z) e (z, v) sono allora in G¢e quindi ¢’ il cammino u z v in G¢. [



Trasformare un albero

Problema 1: Dato un albero rappresentato come vettore dei padri,
trovare una rappresentazione a liste di adiacenza o matrice di

adiacenza.

E sufficiente scorrere il vettore dei padri. Se p[i] = j, semplicemente
si aggiunge i a adj[j] per le liste di adiacenza. Si mette un 1 su in
corrispondenza della casella alj][i] nella matrice di adiacenza.

Morale: se vi sta antipatico il

vettore dei padri, potete sempre, def fromVPtoMA(p):
in tempo lineare “rovesciare” in n = len(p)
una rappresentazione a grafo. a = allocaM(n, n)
for i=1 to n:
def fromVPtoLA(p): if p[i] # 1i:

n = len(p) alp[i]][i] =1

adj = allocaV(n) return a

for i=1 to n:

if p[i] # 1i:
adj[i] = cons(p[i], adj[i])
return adj




Matrici & Liste di Adiacenza

Problema 1: Dato un grafo rappresentato come matrice di
adiacenza, dare la rappresentazione a liste di adiacenza e viceversa.

I codice e sostanzialmente uguale a quello di prima. Basta:
1. allocare la struttura dati risultato; 2. scorrere la struttura dati di
input; 3. scrivere opportunamente sulla struttura dati d’arrivo.

Pit1 interessante la complessita: scorrere le
liste di adiacenza e 6(n+m) perché /g@
complessivamente ci sono tanti nodi quanti def gFromLAtoMA(G): —~__
sono gli archi, ma devo leggere almeno n n, adj = nv(G), la(G)
elementi su adj (analisi aggregata) a = allocaM(n, n)
for i=1 to n:
def gFromMAtoLA(G): 1l = adj[i]
n, a = nv(G), ma(G) while 1 # NULL:
adj = allocaV(n) al[i][key[l]] =1
for i=1 to n: 1 = next[1]
for j=1 to n: return a
if a[i][j]==1:
adj[i] = cons(j, adj[i])
return adj o (n2)




Grafo quadrato (1)

Problema 2: Dato un grafo G=(V, E), dare un algoritmo per calcolare
il grafo quadrato, cioe¢ il grafo G*>= (V, E?), dove:

E2={(u,v) | Fz. {(4, 2), (z, v)} € E }.

Vediamo due soluzioni, a seconda della rappresentazione di G.

Liste di adiacenza: per ogni nodo u, scorriamo tutta adj(u) e per ogni
z € adj(u), scorriamo tutti i v € adj(z). Aggiungiamo 1’arco (u, v) alla
lista adj?(u). Cosi facendo, dobbiamo evitare di mettere archi

duplicati! La complessita: potremmo concludere che
def g2(G): sia O(n?) per i 3 cicli annidati, ma ancora una
n, adj = nv(G), la(G) volta possiamo fare un’analisi aggregata piu
adjQ = allocaV(n) precisa osservando che ogni arco appare 2
for u=1 to n: volte nelle liste di adiacenza e si vedono tutti
lu = adj[u] gli archi per ogni nodo per ogni u, quindi si
while 1 # NULL: fanno 6@ (nm) operazioni di insert.
1z = adj[key[1]] Allocando memoria, queste si fanno in 6(1).

while 1z # NULL:
adjQ[u] = insert(key[lz], adj[u])
1z = next[1lz]
1 = next[1]
return adjQ




Grafo quadrato (2)

Matrici di adiacenza: osservate che in una casella a2[u][v] del
risultato c’e un 1 se esiste almeno un z in vettore a[u] ha 1 in posizione
z e il vettore a[*][v] ha 1 in posizione z.

Se noi facciamo afu] * a[v]! il risultato sara diverso da 0 se ¢’e un
cammino di lunghezza 2 da u a v. Quindi possiamo semplicemente
ottenere la matrice di adiacenza del risultato facendo il prodotto
righe per colonne di a per sé stessa, cioe calcolando a2, che in realta
ci da il numero di cammini di lunghezza 2.

Possiamo fare il prodotto righe per colonne nel mondo booleano,
dove and e il prodotto e or e la somma!

La complessita e 6(n°) o meno con algoritmi piu efficienti.

Ma cosa succede se calcoliamo a*, per 0 < k < n?

Ricordate infine che la potenza di una matrice puo essere fatta in
tempo 6(n'°87log k) (algoritmo divide et impera di Strassen per il

prodotto di due matrici e log k prodotti per moltiplicazione
egiziana).



