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Qualche problema 
su Liste, Pile 

e Code



La funzione reverse è una specie di test per la ricorsione. La 
versione ricorsiva “naturale” è quadratica, perché aggiungere in 
coda è lineare nella lunghezza della lista rovesciata in costruzione.

Come in altre occasioni, il trucco consiste nel comunicare 
informazione tra diverse chiamate ricorsive. 
Costruiamo il risultato all’andata su un parametro ausiliario.

reverse su liste semplici

def reverse(L):
if L==NULL or next[L]==NULL:

return reverseAux(L, NULL)

def reverseAux(L, M):
if L==NULL: return M
return reverseAux(next[L], cons(key[L], M)

def reverse(L):
if L==NULL or next[L]==NULL:

return L
return add(key[L], reverse(next[L])

funzioni che 
creano una 
nuova lista

𝛳(n2)

𝛳(n)

➧Problema: scrivere un programma che rovescia una lista.



Il rovesciamento è uno dei pochissimi problemi che risulta più 
facile iterativamente, ma per complicare le cose vediamo la 
versione che modifica la lista, senza allocare nuova memoria.

➧Esercizio: fare la versione ricorsiva che sposta i puntatori.

reverse su liste semplici II

def reverseIt(L):
lCurr = L
R = NULL # risultato
while lCurr ≠ NULL:

aux = next[lCurr]
next[lCurr] = R
R = lCurr
lCurr = aux

return R
funzione che 

sposta i 
puntatori

𝛳(n)

NULL21lCurr

3 4
R

NULL

aux

✘✘

✘

generica 
iterazione



L’idea è molto semplice: scorrere parallelamente le tre liste. 

Si confrontano le teste, se key[S]=key[L] si avanza su L, mentre se 
key[S]=key[M] si avanza su M. In entrambi i casi si avanza su S.

Altrimenti, si fallisce tornando FALSE. La funzione restituisce TRUE
solo se si arriva alla tripla di liste vuote (questo accadrà dentro la 
funzione uguali.

shuffle tra liste

def shuffle(L, M, S):
if L == NULL: return uguali(M, S)
if M == NULL: return uguali(L, S)
if S == NULL: return False
if key[S]==key[L]:

return shuffle(next[L], M, next[S])
if key[S]==key[M]:

return shuffle(L, next[M], next[S])
return False

➧Problema: Scrivere un algoritmo che date 3 liste, L, M ed S, risponde True 
se S contiene tutti gli elementi di L ed M nello stesso ordine in cui appaiono 
in L ed S. Per semplicità, assumere tutti gli elementi di L ed M distinti.



Se le liste hanno elementi ripetuti, la funzione precedente non torna 
risultati corretti. È sufficiente considerare le seguenti sequenze: 
[a, b], [a, c] e [a, c, a, b]: è uno shuffle, ma al funzione risponde FALSE
perché avanza erroneamente sulla prima lista. 
Per rispondere correttamente, è necessario percorrere entrambe le 
possibilità e rispondere TRUE se almeno una delle risponde TRUE.

Si fa una ricerca in un albero (immaginario), nota come backtracking
(ci sono cammini di successo e cammini di fallimento nell’albero)

shuffle tra liste: elementi ripetuti

def shuffle(L, M, S):
if L == NULL: return uguali(M, S)
if M == NULL: return uguali(L, S)
if S == NULL: return False
if key[S]==key[L] and key[S]==key[M]:

return shuffle(next[L], M, next[S])
or shuffle(L, next[M], next[S])

# … altri due casi come prima …
return False



Immaginiamo dapprima di avere un solo tipo di parentesi. Sono 
bilanciate quando:
1. il numero di quelle aperte sono uguali al numero di quelle 
chiuse;
2. andando da sinistra a destra, non deve mai succedere di avere 
più parentesi chiuse di parentesi aperte;

Senza la condizione 2. potrei valutare ben bilanciate ad esempio 
espressioni come “)(“ oppure “())(“ che evidentemente non lo sono.
Ma come faccio senza poter contare?
Si può valutare il bilanciamento delle parentesi usando una pila:

1. Quando si incontra una parentesi aperta, la si mette sulla pila.
2. Ogni volta che si incontra una parentesi chiusa, si verifica se 
la parentesi (aperta) in cima alla pila corrisponde a quella chiusa: 
in caso affermativo si toglie, altrimenti si riporta un fallimento.
Non deve mai succedere che trovo una parentesi chiusa con pila 
vuota (vìola 2), né che finisco con pila non vuota (vìola 1).

Bilanciamento delle parentesi



Bilanciamento delle parentesi

def bilPar(expr):
S = newStack()
while not isEmpty(expr):

c = dequeue(expr)
if isOpenPar(c): 

push(S, c)
if isClosedPar(c): 

if isEmpty(S): 
return False

p = pop(S)
if not match(c, p):

return False
if isEmpty(S): 

return True
return False
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Altri problemi su 
Alberi & ABR



Come al solito c’è una soluzione naïf che consiste, per ogni nodo, di 
risalire alla radice usando il vettore p e contando i passi.
La complessità è 𝛳(nh), e il caso pessimo è l’albero filiforme in cui 
h = n. Per cui il caso pessimo è 𝛳(n2)

distanze sul vettore dei padri

def distanze(p):
n = len(p)
d = allocaV(n)
for i=0 to n-1:

d[i], j = 0, i
while p[j] ≠ j:

d[i] = d[i] + 1
j = p[j]

return d

➧Problema. Dato un albero memorizzato con un vettore dei padri p, 
caricare un altro vettore d sempre indicizzato sui nodi in modo che d[i] sia 
la distanza del nodo con indice i dalla radice (in numero di archi).

Si fanno calcoli inutili, perché a 
volte si risalgono gli stessi pezzi 
di cammino, ricomputando le 
stesse distanze.
In particolare, calcolando le 
distanze di un nodo, si 
ricalcolano le distanze di tutti i 
suoi ascendenti.



Visto che dobbiamo produrre come risultato un vettore, tanto vale 
usarlo durante il calcolo. 
Se lo inizializziamo a una “distanza impossibile” ad esempio un 
numero negativo, d[i] ci può dire se abbiamo già calcolato la 
distanza di i dalla radice o meno, e se sì, quanto vale.
Inoltre, posso contestualmente calcolare d[j] per tutti gli ascendenti
del nodo i che incontro lungo la via. La ricorsione, stavolta, ci aiuta!
Questa tecnica (ricorsione + memoization) si chiama 
programmazione dinamica (versione top-down)

distanze sul vettore dei padri

def distanze(p):
n = len(p)
d = allocaV(n)
inizializza(d, -42)
for i=0 to n-1:

distanzaAux(p, d, i)
return d

def distanzaAux(p, d, i):
if p[i] ==i: d[i]=0 # radice
if d[i] < 0: # nodo non calcolato

d[i] = 1 + distanzaAux(p, d, p[i])
return d[i]

La versione iterativa che calcola 
partendo dai casi facili è detta 
bootom-up. In questo problema non 
è ovvia (➧Esercizio)



Come in altre occasioni, il trucco consiste nel comunicare 
informazione tra diverse chiamate ricorsive. 
Una soluzione è creare una lista o un vettore con tutti i nodi: un 
albero è ABR se e solo se la sua visita in order produce una 
sequenza ordinata. A quel punto è facile trovare il primo intero 
mancante (vedi Lezione 14). 

Per creare una lista, si può seguire la tecnica mostrata per i nodi a 
livello k (vedi Lezione 18). È questione di tecnica, ma molto 
istruttivo, caricare un vettore [➧Esercizio].
Quindi qui andiamo subito alla soluzione smart che non alloca 
memoria (a parte quella necessaria per la pila della ricorsione, che, 
ricordiamo è 𝛳(h).
L’idea è molto semplice: ricordare l’ultimo intero incontrato.

Minimo intero mancante in ABR



Costruiamo una funzione ausiliaria con:
• un parametro ausiliario con cui trasmettere in avanti (cioè in 
profondità) l’ultimo valore incontrato;
• due valori di ritorno, mf e u: 
• mf è l’eventuale minimo intero mancante trovato, mentre 
• u trasmette ai chiamanti l’ultima chiave vista (irrivelante se mf è 
stato trovato, cosa di cui mi posso accorgere quando mf> 0).

Minimo intero mancante in ABR

def minFreeAux(B, n):
if B == EMPTY:

return -1, n
mf, u = minFreeAux(lft[B])
# quando is trova mf, il secondo
# risultato non è rilevante
if mf ≥ 0: return mf, 42
if key[B] > u + 1:

return u + 1, 42 # trovo mf
return minFreeAux(rgt[B], key[B])

def minFreeABR(B):
mf, u = minFreeABR(B, 0)
if mf ≥ 0: return mf
return u+1


