
corso di laurea in Matematica
Informatica Generale, Lezione 15(b)

Ivano Salvo

Sequenze &
Liste Semplici



Le liste semplici implementano in modo naturale il tipo di dato 
sequenza.
Tradizionalmente, le liste semplici sono rappresentate a record e 
puntatori: ogni nodo p contiene: 
• un campo informazione (che nel codice indicheremo con key[p]) 
• e un puntatore al prossimo elemento (che nel codice indicheremo 

con next[p]).
La testa è il primo elemento e una lista viene rappresentata da un 
puntatore al primo elemento. La coda è il resto della lista.
La fine della lista viene marcata da un puntatore nullo (NULL).

Liste semplici

2 3 5 NULL
L

Testa
Coda

Pointer
di fine lista

Nodi



I nodi di una lista vengono allocati dinamicamente, cioè durante 
l’esecuzione del programma, quando ce n’è bisogno.

Tale memoria va liberata quando i dati non servono più.

In linguaggio C ci sono primitive di ”basso livello” (malloc, calloc, 
free) per fare queste operazioni (occorre passare la quantità di 
memoria desiderata).

In accordo con linguaggi più moderni, nello pseudocodice useremo 
primitive come:

p = new(Lista): crea un nuovo nodo (che va riempito) 
e restituisce un puntatore al nodo allocato

delete(p): elimina dalla memoria il nodo puntato da p.

Attenzione: la memoria allocata ma non più raggiungibile diventa 
garbage (cioè spazzatura)

Allocazione/deallocazione



? ?

L’operazione più semplice sulle liste è l’inserimento in testa, noto a 
volte in letteratura con cons (per constructor, nome che userò io).
Occorre:
1. allocare un nuovo nodo
2. caricare i valori nel nuovo nodo
3. attaccarlo alla lista

Attenzione: affinché si produca un risultato, occorre restituire il 
valore (oppure passare la testa come riferimento, ma io preferisco la 
versione “funzionale”) e chiamarla correttamente.
Questa operazione si fa in tempo costante, 𝛳(1).
Attenzione: è facile creare sharing (=condivisione di sottostrutture)!

Inserimento in testa

def cons(x, L):
p = new(Lista)
key[p] = x
next[p] = L
return p

2 3 5 NULL
L

7 L = cons(7, L)
M = cons(8, L)

✘

8
M



L’inserimento in coda, viceversa, necessita di posizionarsi 
sequenzialmente sull’ultimo nodo. Il costo è quindi lineare, 𝛳(n).
Un’idea che semplifica il codice è ragionare ricorsivamente e usare 
la tecnica di riassegnare il pointer next (al ritorno della ricorsione)
Notare che l’assegnazione next[L] = add(x, next[L]) è realmente 
utile solo 1 volta, ma permette di scrivere il codice in modo 
uniforme.
Notare che questo codice tratta in modo uniforme il caso che L sia 
lista vuota oppure no.

Inserimento in coda

def add(x, L):
if L==NULL: # caso base

return cons(x,L)
next[L] = add(x, next[L])
return L

2 3 5 NULL
L

L = add(7, L) 7 NULL

✘

Vengono riassegnati
“inutilmente”



Già più impegnativo il codice iterativo. Occorre:

• trattare a parte il caso lista vuota
• posizionarsi sull’ultimo nodo, senza arrivare a NULL.

Questo fenomeno non deve stupire: le sequenze sono un tipo di 
dato induttivo e le liste che le implementano si programmano in 
modo naturale ricorsivamente. 

Praticamente, il vantaggio è che si sfrutta il fatto che una scansione 
ricorsiva percorre la lista anche al ritorno delle chiamate ricorsive.

Inserimento in coda iterativo

def addIt(x, L):
if L==NULL: return cons(x, L)
lCurr = L 
while (next[lCurr] ≠ NULL)

lCurr = next[lCurr]
next[lCurr] = cons(x, NULL)
return L

Ricordarsi di non 
perdere mai la 

testa! (della lista)



L’inserimento ordinato, in lista ordinata è del tutto simile: occorre 
trovare il punto giusto in cui inserire il nuovo nodo.
Osservate che non è possibile cercare il punto dove inserire con una 
ricerca binaria (non c’è l’accesso diretto tramite indice).
D’altra parte, l’inserimento non necessita di far scivolare a destra 
gli elementi. È sufficiente spostare un puntatore!

Inserimento ordinato

def addOrd(x, L):
# REQ: L ascendente

if L==NULL or key[L] ≥ x:
return cons(x, L)

next[L] = addOrd(x, next[L])
return L

2 3 5 NULL
L

L = addOrd(4, L)

4

✘



Di conseguenza, pur rimanendo quadratico, l’algoritmo di 
ordinamento insertion Sort “guadagna” di efficienza.
E anche di semplicità.

Osservate che questo algoritmo crea una nuova lista. Perché?

➧Esercizio: Provare a scrivere lo stesso algoritmo in modo che 
modifichi solo i puntatori della lista esistente.

Suggerimento: modificare addOrd in modo che inserisca un nodo 
(senza allocare memoria) invece che un valore e quindi fare 
insertionSort che sposta puntatori.

Insertion Sort su liste

def insSort(L):
if L==NULL: return NULL
return addOrd(key[L], insSort(next[L])



Analogamente, rimuovere un elemento necessita di trovarlo 
sequenzialmente e rimuoverlo.
Iterativamente è necessario posizionarsi sull’elemento precedente 
(per sistemare correttamente i puntatori).
Ma ricorsivamente, possiamo sempre usare la tecnica di 
riassegnazione dei puntatori (al ritorno).

In questo caso, remove modifica la lista. Scrivere la versione che crea 
una nuova lista senza l’elemento da rimuovere.

Rimozione di un elemento

def remove(x, L):
if L==NULL: return NULL
M = remove(x, next[L])
if x==key[L]: 

delete(L)
return M

next[L]=M
return L

2 3 5 NULL
L

✘ ✘
MPer non perdere la 

coda occorre salvare 
il pointer next

L = remove(3, L)



Poniamoci il problema di rimuovere da una lista L tutti gli elementi 
di un’altra lista M.
Possiamo scrivere una efficace funzione ricorsiva (che fa ricorsione
sul secondo parametro) che rimuove uno alla volta i valori 
contenuti in M da L.
La complessità è 𝛳(m·n) dove m =|M| e n =|L|.

➧Esercizio: Scrivere la stessa funzione, assumendo la 
precondizione che L ed M siano entrambe ordinate (si usa 
l’ideologia della merge che vedremo tra poco sulle liste).

Differenza tra due liste

def diff(L, M):
if M==NULL: return L
return diff(remove(key[M], L), next[M]) 



La differenza simmetrica tra insiemi è definita come:

A ∆ B = A ∖ B∪ B ∖ A
Assumendo che una lista (anche ordinata) rappresenti un insieme, 
la funzione sotto calcola correttamente la differenza simmetrica tra 
insiemi?
Sotto quali precondizioni lo potrebbe fare?

Le variabili della matematica rappresentano sempre lo stesso 
valore in una formula (trasparenza referenziale) ma non le 
variabili dei programmi! Almeno di quelli imperativi…

I paradisi dell’algebra…
… e l’inferno della programmazione

def diffSimm(A, B):
return merge (

diff(A, B),
diff(B, A)

) 



Vediamo la funzione merge tra liste, cioè la fusione ordinata di liste 
ordinate. 
La struttura è del tutto simile all’analoga funzione per i vettori, ma 
notiamo alcuni vantaggi:
• non è necessario spostare elementi ma solo puntatori
• non ci sono indici da ‘avanzare’

• non necessita di strutture dati ausiliarie.

Fusione ordinata tra due liste ordinate

def merge(L, M):
if L==NULL: return M
if M==NULL: return L
if key[L] ≤ key[M]:

next[L] = merge(next[L], M)
return L

next[M] = merge(L, next[M])
return M

3 7 11 NULL
L

2 5 13 NULL

M

✘

✘

✘

✘

I pointer si 
sistemano al ritorno

M1

L1,2

M2,3

L3,4

M4,5

L5



È possibile dividere una lista in due parti circa uguali 1. calcolando 
la lunghezza, 2. ”staccarle a metà”, e 3. restituire i puntatori al 
primo elemento e a quello in posizione 𝑛/2 .

Ciò però implica percorrere 2 volte la lista (la prima per contare la 
lunghezza, la seconda per posizionarsi nel punto giusto).
Seguiamo un’altra strada, che io chiamo l’algoritmo dei malfattori 
che si spartiscono il bottino dopo una rapina: “uno a me, uno a te” 
(di solito il processo termina prematuramente con una sparatoria).

Produrremo quindi due liste, una con gli elementi che occupano 
posto pari e una con gli elementi che occupano posto dispari.
Possiamo creare due nuove liste (sin) oppure spostare pointer (dx).

Dividere due Liste



Scriviamo la funzione dividi (in due versioni).

La prima (sx) scandisce la lista a due a due, creando due nuove 
liste. Osservate come sia sempre necessario verificare che un pointer
non sia NULL prima di interrogarlo su ciò che punta.
La seconda scandisce la lista elemento per elemento, il codice è 
molto più semplice. 

Usa il trucco di scambiare il ruolo delle due liste che si stanno 
producendo, in modo da attaccare una volta su una e la volta 
successiva sull’altra lista. Notare l’uso dei parametri e valori di 
ritorno per comunicare tra diverse chiamate ricorsive.

Dividi

def dividi(L):
if L==NULL: return NULL, NULL
if next[L]==NULL: return L,NULL
P, D = dividi(next[next[L]]
next[next[L]] = P
P = next[L] #salvo il secondo
next[L] = D
return L, P

def dividi(L, D, P):
if L==NULL: return NULL, NULL
D, P = dividi(next[L], P, D)
next[L] = D
return L, P



A questo punto abbiamo tutti gli ingredienti per scrivere un’efficace 
versione di mergeSort sulle liste, semplicemente componendo 
adeguatamente dividi e merge.

Questo esempio è molto istruttivo per valutare pregi e difetti di 
liste e vettori:
• la mancanza di indici e accesso diretto complica l’operazione di 

suddivisione sia come codice che come complessità (diventa 𝛳(n))
• la maggiore flessibilità delle liste permette di evitare di allocare 

strutture dati ausiliarie per fare la fusione.
Essendo dividi e merge entrambe lineari, la relazione di ricorrenza 
rimane T(n) = 2 T(n/2) + 𝛳(n) e quindi la complessità 𝛳(n log n)

mergeSort sulle liste

def mergeSort(L):
if L == NULL: return NULL
P, D = dividi(L)
return merge(mergeSort(D), mergeSort(P))

𝛳(n)

𝛳(n log n)

𝛳(n)

T(n/2)
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Il tipo di dato lista può essere aumentato per rendere più efficienti
o semplici alcune operazioni.
Molto utile è implementare le liste con un pointer al primo e uno 
all’ultimo elemento.
Ciò permette di fare l’inserimento in coda o la concatenazione di 
due liste in tempo costante.

Come sempre, il prezzo da pagare è l’onere di mantenere
l’invariante di rappresentazione.

Nella prossima slides, vediamo add, remove, append, e la creazione 
di una nuova lista vuota.

Liste con pointer di primo/ultimo nodo

2 3 5 NULL

L
first

last



Vediamo qui la creazione, aggiunta in coda e in testa. 

Osservate che non serve tornare nulla in questo caso, perché le 
modifiche sono visibili al chiamante per side-effects!

Inserimento in coda in tempo costante

def creaListaFL():
L = new(ListaFL)
first[L] = NULL
last[L] = NULL
return L NULL

def addLast(x, L):
N = cons(x, NULL)
if first[L]==NULL:
# lista vuota

first[L]==N
else: next[last[L]]=N
last[L]=N

def addFirst(x, L):
N = cons(x, NULL)
if first[L]==NULL:

last[L]==N -- vuota
else: next[N]=first[L]
first[L]=N

2 3 5 NULL

L

7 NULL
✘

✘7
✘

addLast(7, L)
addFirst(7, L)

N

N



2 3 5 NULL

L

Facciamo notare che rimuovere l’ultimo elemento continua a essere 
lineare in n: occorre spostare il pointer del penultimo elemento che 
non è accessibile all’indietro!

Problemi: removeLast

def removeLast(x, L):
# REQ: L ≠ empty

if first[L]==last[L]:
delete(first[L])
first[L] = NULL 
last[L] = NULL
return

lCurr = first[L]
while next[lCurr]≠last[L]:

lCurr = next[lCurr]
delete(next[lCurr])
next[lCurr] = NULL
last[L] = lCurr

✘
✘

lCurr

✘



Sharing

Chiudiamo con la concatenazione per far vedere il problema dello 
sharing. Assumiamo per semplicità L, M entrambe non vuote.
La funzione è molto semplice. Ma che fine fa M? Se sopravvive, 
modifiche a M potrebbero modificare L.
I programmi che generano sempre nuova memoria sono più 
semplici da analizzare e capirne il comportamento, anche se occorre
stare attenti a non usare troppa memoria.

Problemi: sharing

def append(L, M):
# REQ: L, M ≠ empty

next[last[L]]=first[M]
last[L]=last[M] 

# che fine fa M?

2 3 5 NULL

L

4 8 9 NULL

M

✘

✘



Nelle liste doppiamente concatenate, ogni elemento ha un 
puntatore al nodo precedente e uno al nodo successivo.
Al prezzo di un maggiore overhead di pointer, e ancora più 
informazione ridondante, si riesce a semplificare numerose 
operazioni: ad esempio è facile rimuovere un nodo essendo 
posizionati su di esso (e non sul precedente).

Si possono anche facilmente percorrere in ogni direzione.

Liste doppiamente concatenate

1 2

L

3× 4 6 8 ×


