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Matrici Ordinate

Usualmente, si considerano le matrici ordinate per righe e colonne.

Formalmente, data una matrice m|[0, r)[0, c), m € ordinata se:
Vi€[0,r). Vje[O, c-1): m[i][j] < m[i][j+1]
Vi€[0,r-1). Vj€|[O, ¢): m[i][j] < m[i+1][/]

Se volete, una matrice ordinata rappresenta una funzione a
dominio finito monotona rispetto a entrambi gli argomenti.

® Esercizio: dimostrare che ordinando separatamente prima tutte le
righe e poi tutte le colonne si ottiene una matrice ordinata.

Valutare la complessita dell’ordinamento.
®» Esercizio: Una matrice ¢ ordinata totalmente se & anche vero che
m[i, - 1] <ml]i + 1, 0] (ovviamente e anche ordinata per colonne).

Scrivere un algoritmo che ordina totalmente una matrice e valutarne
la complessita.

Confrontare con il caso precedente.



Pr

Ricerca Binaria su Matrice

Idea: avendo una sotto-matrice, diciamo di lato [inf,, sup,)*[inf, sup,)
possiamo cercare di estendere al caso bidimensionale la ricerca
binaria e andiamo a vedere cosa succede nel punto medio p,, p.con

p, = (inf,+ sup,)/2 e p, = (inf,+ sup.)/ 2.

Sfruttando I’ordinamento, la situazione e la seguente.

Pe

x <mlp,][p.]

x 2m(p,llpl

Possiamo quindi scartare un
quarto di matrice, a seconda
che I’elemento in posizione
p,, P Sla minore o maggiore
del valore x che si sta
cercando. Complessita:
T(n)=3T(n/4)+6(1)
Esercizio: risolvere la
relazione di ricorrenza.

Esercizio: scrivere il codice.



Saddleback Search (Geodetica)

Idea: comincio dall’angolo in alto a destra: se x € m, sta nel quadrato
[0, n)x[0, n). Supponiamo a una generica iterazione, di aver
determinato che se x € m, allora x € m[0, 1)[j, n).

* Se x > m|i][j] vado verso il basso (posso escludere tutta la riga),
* se x <mli][j] vado a sinistra (posso escludere la colonna).
Mantenendo l'invariante x € m = x € m|[0, 1)[j, n)

mli][j]<x

x sec’e,
e nell’area verde

mli][j]>x

La stessa idea funziona
cominciando dall’angolo
in basso a sinistra,

ma non dagli altri due
angoli.



Pseudocodice e complessita

Chiamando r e c rispett. il numero di righe (calcolato con rows(m)) e
di colonne (calcolato con cols(m)), cerco nella matrice finché m|i][j]
# x (elemento da cercare). All'inizio i =0 e j = c-1 (angolo alto/ destra)
Se esco dal while, significa m[i][j] = x, e quindi torno 1, .

Altrimenti mi muovo come descritto prima, e determino che x & m
quando i e j escono dai limiti (cioeé il quadrato di ricerca é vuoto).

def saddlebackSearch(x, m):

r, ¢ = rows(m), cols(m) Terminazione: a ogni passo
i, =0, c-1 diminuisce di 1 la quantita:
while m[i][j] # Xx:
#INV: xe€Em= x€m[i,r][0,c]
#T: j+r -1

if m[i][§] < x:

tr,1,7)=j+r-i
che e positivanel ciclo (j=0e
i <r), perché a ogni iterazione o
decremento j o incremento i di 1.

i=1+1

if i == r: return -1, -1 Cio implica che la complessita e
else: O(r+c).Se n=r=c, equivalea 6 (n).

j=3-1

if j < @: return -1, -1 E migliore della ricerca binaria?

return i, j




Il Ballo Mascherato
della Celebrita




Definizione del Problema

Ogni invitato a una festa, al solito, conosce alcune persone e non ne
conosce altre.

Date le n persone presenti alla festa, rappresentate semplicemente con
numeri naturali compresi da 0 a n - 1, conveniamo di rappresentare in
una matrice quadrata f nxn di booleani la relazione di conoscenza:

(i #7) f[i][J]]=TRUE se i conosce j, e FALSE altrimenti.

|E sulla diagonale? Non e rilevante per il nostro problema, ma io
metterei decisamente FALSE perché e veramente arduo conoscere sé
stessi... ricordiamo il monito socratico: “Conosci te stesso!”@)].

Una celebrita (a quella festa, almeno) € una persona che non
conosce nessuno, ma € conosciuta da tutti.

Nel nostro linguaggio: c € una celebrita se & vera la proposizione:

Vi€ [0, n).i#c= ~flclli] & flil[c]



Soluzione naif

Possiamo, al solito, semplicemente applicare le definizioni.

Definiamo una funzione celebre(f, c) che risponde TRUE se c’é una
celebrita in f, e FALSE altrimenti.

Questa funzione semplicemente verifica la riga c (per verificare se c
non conosce nessuno) e la colonna c (per verificare se c non e
conosciuto da nessuno). Si puo fare con un unico for.

La funzione trovaCelebrita(f) si limita a fare la solita ricerca
lineare sulle n persone.

O(n?)
def trovaCelebrita(f): O(n)
# PREC: f quadrata di booleani def celebre(f, c):
n = rows(f) n = rows(f)

6(n) Ifor c=0 to n-1: for i=0 to n-1:
~ccli Y INV: Ve € [0,c).~celebre(c if f[c][1i] or not f[i][c]:

if celebre(f, c): return False
return c return True

return -1




Abbiamo sfruttato l'informazione?

Superficialmente il programma precedente sembrerebbe ottimo,
perché verifica ciascuna delle n? - n coppie f[i][j] esattamente una
volta.

Ma cosa possiamo ricavare da f[i][/]]=TRUE o da f|i][j|=FALSE?

* da f[i][/]]=TRUE possiamo concludere che i non e una celebrita,
perché conosce j.

* simmetricamente, da f|i|[/|]=FALSE possiamo concludere che j
non e una celebrita, perché non e conosciuto da .

Usiamo correttamente tutta questa informazione?

Evidentemente no, perché con 2n verifiche determiniamo solo se ¢
sia una celebrita o meno.

Ma ovviamente avremmo potuto dedurre di molte altre persone
che non sono una celebrita: tutte quelle che non sono conosciute da
c e tutte quelle che conoscono c.



Soluzione smart

Potremo pensare nella funzione celebre di raccogliere informazione
sulle persone che sicuramente non sono celebrita (ad esempio con
un vettore ausiliario): questo perd non ci e di grande aiuto.

Infatti, nel caso (comune peraltro, nella pratica delle feste, NdR) che
ci siano 7 - 1 nullita (quelli che conoscono tutti e non sono conosciuti
da nessuno) la funzione celebre non ci farebbe fare progressi.

Siccome gli elementi diagonali ci danno fastidio, partiamo
dall’elemento f[0][n-1]: se & TRUE, 7 - 1 & una potenziale celebrita e
0 sicuramente non lo e: continuiamo la ricerca in f[1][n-1].

Viceversa, se f[0][n-1] € FALSE, 0 € una potenziale celebrita e
n -1 sicuramente non lo e: continuiamo la ricerca in f[0][n-2].

Questo passo di computazione e sufficientemente generico e arrivati
a f|1][j] possiamo pensare di aver stabilito I'invariante:

(i, j,n) = Vke[0, i) U (j n). ~celebre(k)

( n-1, n) € banalmente vero e quindi all’inizio pongoi=0e
j =n-1. Ma quando usciamo? E con che conclusioni?



pseudocodice e complessita

Le potenziali celebrita stanno tutte nell’intervallo [3, j]: se cado su
un elemento diagonale, f[i][i] ho finito e i & 'unica potenziale
celebrita (e va controllata).

Siccome a ogni passo i decresce o j decresce (e non tutti e due),
t(i, 7) =j - 1 € una funzione di terminazione, e necessariamente
prima o poi finiremo su un elemento della diagonale.

Abbiamo anche la guardia del ciclo, che termina in esattamente n - 1
passi: a ogni passo elimino una potenziale celebrita.

6(n)

def trovaCelebritaSmart(f):
# PREC: f quadrata di booleani
n = rows(f)
i, j =0, n-1
(n) while i < j:
cicli # INV: Vk€e[0,i)U(j,n).~celebre(c)
if f[i][j]: 1 = i-1
else: j=j+1

if celebre(i): return i
else return -1 é::é?;:;;}




