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➧Esercizio 1: Applicare l’idea della moltiplicazione egiziana al calcolo 
della funzione esponenziale.
1. Dare la definizione per induzione e lo pseudocodice dell’algoritmo 
ricorsivo; 
2. argomentare brevemente sulla sua correttezza;
3. Valutare la sua complessità applicando il criterio di costo opportuno.    

➧Esercizio 2: Indichiamo con a l’intero è rappresentato da un vettore a di 
lunghezza k di cifre binarie con la cifra più significativa in posizione k - 1. 
1. Scrivere una funzione u, m = confronta(a, b, k) che confronta due 
vettori di cifre binarie a e b, e ritorna 1, # se a = b, 0, 1 se a > b, e 0, 0 se a < b.
2. Valutare la complessità, indicando il caso ottimo e pessimo.
3. ★Valutare la complessità del caso medio, assumendo le sequenze siano 
distribuite uniformemente (se uscisse una sommatoria, basta impostarla).

➧★Esercizio 3: una sequenza di un vettore v[inf, sup) è quasi crescente se 
esiste al più un indice j ∊ (inf, sup) tale che v[j] < v[j - 1].
Scrivere una funzione k, l = maxSeqCresc(v) che restituisce la più lunga 
sequenza quasi crescente di v, tornando l’indice di inizio k e la sua 
lunghezza l.
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Problema: esponenziale egiziano
Esercizio 1: Applicare l’idea della moltiplicazione egiziana al 
calcolo della funzione esponenziale.
1. Dare la definizione per induzione e lo pseudocodice 
dell’algoritmo ricorsivo; 
2. argomentare brevemente sulla sua correttezza;
3. Valutare la complessità applicando il criterio di costo opportuno.

1/2. Progetto e Correttezza: se n = p+q, ho mn = mp+q = mp · mq che nel 
caso particolare p=q diventa: m2p = mp·mp, ma anche m2p=(m2)p da cui 
possiamo trovare due formulazioni equivalenti. 

def exp(m, n):
if n==0: return 1
q, r = div(n, 2)
if r==0: return exp(m*m, q)
return m*exp(m, n-1)

m0 = 1
m2n = (mn)2 = (m2)n

m2n+1 = m · m2n

3. Complessità: come per la moltiplicazione, il caso ottimo è n=2k e 
si fanno k=log2 n prodotti. Ma anche nel caso pessimo (n=2k – 1) si 
fanno al più  log2 n passi pari e log2 n passi dispari, quindi 𝛳(log2 n).



In rosso, le 
chiamate 

ricorsive inutili

Osservazioni importanti

def exp(m, n):
if n==0: return 1
q, r = div(n, 2)
if r==0: return exp(m,q)*exp(m,q)
return m*expEgypt(m, n-1)

Complessità revisited: tuttavia era opportuno notare che il costo di 
un prodotto non può essere ritenuto costante, in quanto i numeri 
crescono molto: il prodotto costa log2 n, ma i numeri crescono fino a 
nn e quindi la complessità è 𝛳(log n·log nn) = 𝛳(n·log2 n) .
Errore interessante: qualcuno ha trovato la formulazione induttiva e 
ricorsiva corretta, ma ingenuamente ha scritto il programma a 
sinistra, che chiaramente ripete le stesse computazioni!

if r==0:
e = expE(m, q)
return e * e (3,8)

(3,2)

(3,4)

(3,2)

(3,1) (3,1) (3,1) (3,1)

(3,2)

(3,4)

(3,2)

(3,1) (3,1) (3,1) (3,1)



Problema 2: comparatore
Problema 2: Indichiamo con a l’intero è rappresentato da un vettore a di 
lunghezza k di cifre binarie con la cifra più significativa in posizione k - 1. 
1. Scrivere una funzione u, m = confronta(a, b, k) che confronta due 
vettori di cifre binarie a e b, e ritorna 1, # se a = b, 0, 1 se a > b, e 0, 0 se a < b.
2. Valutare la complessità, indicando il caso ottimo e pessimo.
3. ★Valutare la complessità del caso medio, assumendo le sequenze siano 
distribuite uniformemente (se uscisse una sommatoria, basta impostarla).

Caso medio: per ogni i, c’è la probabilità ½ che le due cifre binarie 
siano uguali e ½ che siano diverse. La probabilità di fare i cicli è 
quindi ½i. La complessità media è quindi ∑i ∊ [0, k)i ·½i ≤ ∑i ∊ [0, ∞) i ·½i =

(Wikipedia, serie di potenze) =∑ #/%
(#'#/%))

*
+,# = 2 =𝛳(1).

def confronta(a, b, k):
for j = k-1 downto 1:

if a[k]>b[k]: return 0,1
if a[k]<b[k]: return 0,0

return 1,42 -- 😉

Caso ottimo: a[k-1] ≠ b[k-1], si 
esce subito dal ciclo.
Caso pessimo: a = b si fanno 
k-1 iterazioni. Quindi 𝒪(k).



Problema 3: sequenza quasi crescente
Problema 3: una sequenza di un vettore v[inf, sup) è quasi crescente se 
esiste al più un indice j ∊ (inf, sup) tale che v[j] < v[j - 1].
Scrivere una funzione k, l = maxSeqCresc(v) che restituisce la più lunga 
sequenza quasi crescente di v, tornando l’indice di inizio k e la sua 
lunghezza l.

Idea (sempre buona): scrivere una funzione seqQC(v, i) che trova 
la lunghezza della sequenza quasi crescente a cominciare dall’indice 
i: è sufficiente trovare il secondo indice j per cui v[j] > v[j-1].
A questo punto è sufficiente calcolare il minimo di tutte le 
sequenze quasi crescenti, calcolandone una per ogni indice j di v.

def seqQC(v, i):
n, j, d = len(v), i+1, 0
while d < 2 and j<n:

if v[j]<v[j-1]: d=d+1
if d<2: j = j+1

return j–i

def maxSeqQC(v):
n, j = len(v), 0
b, l = 0, 0
while j<n:

lnew = seqQC(v, j)
if lnew>l: l, b = l, j
j = j+1

return b, l



Seq. quasi crescente: miglioramenti
Chiaramente l’algoritmo visto ricomincia sempre daccapo ogni 
sequenza, e ricalcola i suffissi di sequenze quasi crescenti già 
trovate. Cosa fa, ad esempio, su un vettore ascendente? È 𝒪(n2).
Per evitare ciò, basta ripartire dal primo indice j in cui v[j] > v[j-1]: 
questo può essere calcolato da seqQC e utilizzato da maxSeqQC.
Ogni sequenza crescente viene vista al massimo due volte, quindi 
otteniamo un algoritmo 𝒪(2n), mentre il problema è chiaramente 
𝛀(n): gli ottimizzatori però hanno ancora spazio di manovra!

def seqQCSmart(v, i):
n, j, d = len(v), i+1, 0
while d < 2 and j<n:

if v[j]<v[j-1]: 
d=d+1
if d==1: m=j

if d<2: j = j+1
if d<1: m=j-–se Asc(v[i,n))
return m, j–i

def maxSeqQCSmart(v):
n, j = len(v), i+1, 0
b, l = 0, 0
while j<n:

m, lnew = seqQCSmart(v, j)
if lnew>l: l, b = l, j
j = m

return b, l



sequenza quasi crescente: esempi
Vediamo brevemente l’esecuzione dei due programmi su 3 casi, 
semplicemente tracciando le sequenze quasi crescenti considerate.
Consideriamo 3 vettori:

u = {6, 5, 4, 3, 2, 1}, v = {1, 2, 3, 4, 5} e z = {1, 2, 3, 1, 4, 6, 2, 1, 8, 9}

u è decrescente: le sequenze quasi crescenti sono tutti i segmenti di 
lunghezza 2. I due algoritmi hanno lo stesso comportamento.
v è crescente: il 2do algoritmo esamina solo l’unica sequenza 
crescente. Il primo vede anche tutti i suffissi.
Anche su z, il 2do algoritmo esamina un sottoinsieme di sequenze. b l0	6

1	5
2	4
3	4
4	3
5	2
6	4
7	3
8	2
9	1
(0,	6)

b l
0	6
3	4
6	4
7	3
(0,	6)

z

b l
0 5
1 4
2 3
3 2
4 1
(0, 5)

b l 
0 5
(0, 5)

v

b  l
0 2
1 2
2 2
3 2
4 2
5 1
(0, 2)

b  l
0 2
1 2
2 2
3 2
4 2
5 1
(0, 2)

u


