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Il problema 
del baricentro



Esercizi proposti
➧Definire il baricentro di un vettore v[0, n) come un indice b tale che 
S(v[0, b)) = S(v[b, n)). v può contenere sia numeri positivi che negativi.
1. Definire una funzione b = baricentro(v) che ritorna (se esiste) 
un baricentro di v e -1 altrimenti. Usare prima la funzione somma(v, 
inf, sup) per calcolare le somme di segmenti di v, senza sommare 
gli elementi del vettore). Determinare la complessità.
2. Trovare poi una soluzione lineare sommando liberamente.
3. ★Risolvere lo stesso problema con una funzione che fa un’unica 
scansione ricorsiva di v.

➧Il lucchetto è un gioco enigmistico dallo schema XY/YZ=XZ. 
Significa che il suffisso della prima parola è uguale al prefisso della 
seconda e si rimuove la parte comune. Ad es.: t-ono/ono-re = tre.
Scrivere una funzione c = lucchetto(a, b) che trova la sequenza 
massimale in comune tra la fine di a e l’inizio b, alloca un vettore di 
opportuna lunghezza, lo carica con il lucchetto e lo ritorna come 
risultato. Nell’esempio, massimale significa che la funzione deve 
tornare “tre” e non “tonnore”.



Problema: baricentro, quesito 1

➧Definire il baricentro di un vettore v[0, n) come un indice b tale 
che S(v[0, b)) = S(v[b, n)). v può contenere sia numeri positivi che 
negativi.
1. Definire una funzione b = baricentro(v) che ritorna (se esiste) 
un baricentro di v e -1 altrimenti. Usare prima la funzione somma(v, 
inf, sup) per calcolare le somme di segmenti di v, senza sommare 
gli elementi del vettore). Determinare la complessità.

[primo esonero del 2012]

def baricentro(v):
n = len(v)
for b=0 to n:
# INV: not Bar(v[0,j)), T ≡ n-i

if somma(v,0,b)==somma(v,b,n): 
return b 

return -1

𝛳(n2) Ovviamente, 
S(v[0, b+1)) = S(v[0, b))+v[b]
… invece con questo 

algoritmo rifaccio sempre 
tutte le somme…

𝛳(b) + 𝛳(n-b) 
= 𝛳(n)

𝛳(n) 
cicli



Problema: baricentro, quesito 2
2. Trovare poi una soluzione lineare sommando liberamente.

Il problema è in queste equazioni:
(*) S(v[0, b+1)) = S(v[0, b))+v[b]       S(v[b+1, n)) = S(v[b, n)) - v[b]
Si possono trovare le due somme S(v[0, b+1)) e S(v[b+1, n)) da 
S(v[0, b)) e S(v[b, n)) in tempo 𝛳(1) senza invocare somma. 
Basterà introdurre due variabili: ss (somme sinistre) ed sd (somme 
destre) e mantenere l’invariante ss = S(v[0, b)) e sd= S(v[b, n)).
Da (*) è chiaro come riaggiornarle a ogni iterazione. All’ingresso del 
ciclo dev’essere ss=S(v[0, 0)) e sd=S(v[0, n)) e l’algo si scrive da solo! 

def baricentro(v):
ss, sd, n = 0, somma(v), len(v)
for b=0 to n:
# INV: not Bar(v[0,j)), T ≡ n-i

if ss == sd: return b
ss, sd = ss + v[b], sd – v[b] 

return -1

𝛳(1)

𝛳(n)



Problema: baricentro, quesito 3
1. 2. ★Risolvere lo stesso problema con una funzione che fa 
un’unica scansione ricorsiva di v.

Ogni spiegazione sarebbe un insulto alla bellezza. Tuttavia…
si calcolano le somme sinistre in avanti, all’”andata” delle chiamate 
ricorsive (trasmesse in avanti sul parametro ss), e le somme destre 
al ritorno (trasmesse sul secondo valore risultato). 
Al ritorno le ho entrambe disponibili e le confronto. 
Quando trovo un baricentro, smetto di fare controlli e trasmetto il 
valore ai chiamanti. Questa procedura contiene tutte le ricorsioni!

def baricentro(v):
b, s = baricentroAux(v, 0, len(v), 0)
return b

def baricentroAux(v, b, n, ss):# PREC: ss=S(v[0,n))
if b==n: return -1, 0   -- -1 = non trovato
bt, sd = barincentroAux(v, b+1, n, ss+v[b])
if bt > 0: return bt, 42 -- valore somma non
if sd==ss: return b, 42  -- interessante
return -1, sd + v[b]

𝛳(n)

𝛳(1)



Problema: lucchetto

➧Il lucchetto è un gioco enigmistico dallo schema XY/YZ=XZ. 
Significa che il suffisso della prima parola è uguale al prefisso della 
seconda e si rimuove la parte comune. Ad es.: t-ono/ono-re = tre.
Scrivere una funzione c = lucchetto(a, b) che trova la sequenza 
massimale in comune tra la fine di a e l’inizio b, alloca un vettore di 
opportuna lunghezza, lo carica con il lucchetto e lo ritorna come 
risultato. Nell’esempio, massimale significa che la funzione deve 
tornare “tre” e non “tonnore”.

[secondo homework del 2012]

Per prima cosa, occorre capire il problema: dati due vettori, x e y
occorre trovare il più lungo segmento finale di x uguale a un 
segmento iniziale di y. L’esempio è forse fuorviante perché “ono” è 
palindromo: eccone un altro: gio-stra/stra-na = Giona.
Nelle nostre notazioni, dette m ed n le lunghezze rispettivamente di 
x e y, significa trovare un certo l ≤ m, n tale che x[m – l, m) = y[0, l).
Dopodiché occorre copiare x[0, m - l) e poi y[l, n) nel vettore 
risultato, chiamiamolo z, che va allocato con m + n – 2 · l posizioni.



Lucchetto: prima soluzione
Scrivere bene la specifica, dà quasi subito una prima soluzione.
1. Il più lungo segmento comune non può essere più lungo del 
vettore più corto, quindi cerco a partire da l = min(m, n). 
2. Immagino di avere la possibilità di ”estrarre” il prefisso e il 
suffisso di lunghezza l da un vettore.
3. Immagino di avere una funzione copia(u, inf, sup, v, in), 
che copia il segmento di vettore u[inf, sup) in v a partire da in.

def lucchetto(x, y):
m, n = len(x), len(y)
l = min(m, n)
while not uguali(suffisso(x, l), prefisso(y, l)): 

l=l-1 # INV: non ci sono lucchetti > l
return ricomponi(u, v, l) # l può essere 0

def ricomponi(u, v, l):
m, n = len(x), len(y)
alloca(z, m+n-2*l)
copia(x, m-l, m, z, 0)
copia(y, 0, l, z, l)
return z



Lucchetto: raffinamenti
Seguendo il paradigma generale, una funzione uguali che verifica 
due segmenti del vettore è sufficiente al nostro scopo:

uguali(u, infu, supu, v, infv, supv)
senza bisogno di ricopiare pezzi di vettore (con suffisso e prefisso). 
Il programma risultante è quadratico, perché uguali è chiaramente 
lineare in l, e la si esegue per l, l-1, l-2, …, 1 e l =min(m, n).
Qual è il caso pessimo?
È possibile evitare i casi 
quadratici?

def lucchetto(x, y):
m, n = len(x), len(y)
l = min(m, n)
while not(uguali(x, m-l, m, y, 0 ,l))): 

l=l-1 # INV: non ci sono lucchetti > l
return ricomponi(u, v, l)

# problema di verifica
def uguali(u, infu, supu, 

v, infv, supv):
j = infv
for i = infu to supu:

if u[i]!=v[j]: return False
j = j+1

return True



Un lucchetto composto per voi 🙃

Lucchetto (7/4=5)

La Spada di Damocle

Cade a perpendicolo…

per caso, come al lancio di un dado…

ma anche stavolta, a distanza positiva!
Che sia una legge?


