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Definizioni Induttive

Ricordiamo la gia vista definizione induttiva del prodotto:

m-2n=(m+m)-n

casi induttivi
— (pari e dispari > 0)

m-n=m+m+..+m (n . .
A destra il prodotto si

applica ad argomenti
pin piccoli

corrisponde una definizione induttiva:
m-(n+l)=m+ (m-n)
m-0=0
La pitu famosa definizione induttiva rimane quella del fattoriale:
(n+1)! = (n+1) - n!
0r=1

Esercizio: dimostrare (per induzione!) che le due definizioni del
prodotto coincidono.

~



Numeri Naturali & Induzione

L’induzione mima una naturale forma di pensiero umano:
spiegare/definire qualcosa in termini della cosa stessa che si sta
definendo, ma riferendosi a un’istanza piu semplice.

Abbiamo definito prodotto e fattoriale in termini di cosa
significhino prodotto e fattoriale su numeri naturali piu piccoli (le
occorrenze a destra dell'uguale si riferiscono a numeri piu piccoli).

Cio0 che assicura un senso a tali definizioni, &€ una proprieta
fondamentale dei numeri naturali (e delle strutture induttive): non
ci sono catene decrescenti infinite (sono ben fondati).

Come Giuseppe Peano (1858-1932) docet, un numero naturale e 0
oppure il successore di un numero naturale. '
Nient’altro € un numero naturale.

In conseguenza dell’ultimo assioma, ogni naturale puo
essere ottenuto con un numero finito di applicazioni del
successore partendo da 0. Riotteniamo la rappresentazione
unaria dei numeri naturali!




Definizioni Induttive “complesse”

A volte, le definizioni induttive sono pit complesse e pud non
essere ovvio che “scendono” verso i casi base.

Possiamo definire i coefficienti binomiali per induzione, sfruttando
un paio di loro proprieta notevoli:

()= (" )+ (2 0)
(0)= () =1

Le proprieta scritte sopra, sono le regole di costruzione del
Triangolo di Tartaglia (o di Pascal in Francia, o di Newton in GB)

Osservate che in questo caso, il numero dei casi base ¢ infinito.

Esercizio: provate a dimostrare che 1
effettivamente le coppie di coefficienti 1 1
binomiali a destra della prima equazione 1/ \..2./ \1
sono in un qualche senso piu vicine 1/ \,3./ \,3./ \Jl
a dei casi base. i o R
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Altre definizioni Induttive

Sulla scia di Peano definiamo la somma, in termini del successore
m+n+l)y=m+n)+1
m+0=m

Sembira il gioco delle tre carte, ma + 1 non € una somma, ma il
successore. Forse e piu chiaro scrivere come segue:

m + succ(n) = succ(m + n)
m+0=m

Piu famosa, forse, la definizione dei Numeri di Fibonacci:

fib(n +2) = fib(n + 1) + fib(n)
fib(1)=1
fib(0)=0
Che definisce la sequenza 0,1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ...
Osservate che in questo caso sono necessari 2 casi base: cio € dovuto

al fatto che un numero di Fibonacci & definito in funzione dei due
precedenti (si usa una induzione generalizzata)



Altre strutture induttive: sequenze

Oltre ai Numeri Naturali, altri insiemi si possono definire per
induzione. Vediamo due esempi notevoli (che ritroveremo spesso).

Sequenze: Dato un insieme A, definiamo l'insieme delle sequenze
su A, notazione Seg(A), come segue:

1. Lasequenza vuota [] € Seg(A).
2. Datoa€A, eunasequenzas€ Seq(A), la sequenza a : s € Seq(A).
3. Nient'altro appartiene a Seq(A).

Il punto 3. spesso € implicito, in quanto si conviene che una
definizione induttiva definisca il minimo insieme chiuso rispetto
alle operazioni, a volte dette costruttori.

» Esempio: le sequenze di caratteri sono le parole. Partendo dalla
sequenza vuota [], posso concatenare i caratteri a:[], poi s:a:[], o:s:a:[],
r:0:s:a:]], exr:0:s:a:[] e cosi via. Ogni parola (anche senza significato!)
puo essere costruita cosi usando i costruttori : e []. Poi evitiamo di
scriverli, e scriviamo semplicemente “erosa” (zucchero sintattico).



Alberi Binari (radicati)

Gli alberi binari vengono usualmente rappresentati graficamente
(con la radici in alto). Vediamo la loro definizione induttiva.

Alberi Binari Etichettati: Dato un insieme A, definiamo l'insieme
degli alberi binari con nodi etichettati su A, notazione BinTree(A),
come segue:

1. L’albero vuoto_L € BinTree(A).

2. Datoa€A, edue alberi binarised, b =a(s, d) € BinTree(A).
a € detta la radice di ¢, s & detto il sottoalbero sinistro e d il
sottoalbero destro di ¢.

3. Nient’altro appartiene a BinTre

sottoalbero
sinistro

sottoalbero
destro




Esempi di alberi binari

Esempio: Una espressione aritmetica usuale e un albero (la
struttura non lineare e data dalle parentesi) che ha le operazioni nei
nodi interni e i numeri (o variabili) sulle foglie.

I'albero esprime la
precedenza tra le
operaziont

Genitori Nonni Bisnonni Trisnonni

Federico I di Svevia

r Federico II duca di Svevia
Agnese di Waiblingen

Federico Barbarggsa ‘{ Lk . .
. L-::X.ml: : Enrico IX di Baviera

= +Giuditta éi Baviera ) : )
s L5 ~  Waulfhilde di Sassonia

r Enrico VI di Svevia
.’,ﬁ;‘g X . v \ Stefano I di Macon

L ~aRinaldedlldi Borgogna B
- o Beatrice di Lorena

Beatrice di Borgogna

”4

Simone I di Lorena

Tl

Adelaide di Lovanio

Federico II di Svevia - RS et : _ .
o ST A A Tancredi d'Altavilla
(" P Ay > | Rugge di S
i AR Muriella di Normandia
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Manfredi Del Vasto

Agnese di Vermandois

— Costanza d'Altavilla
Eudes di Vitry

AMatilda di Rethel

) ;woffredo I di Namur

?" Ermesinda di Lussemburgo

Esempio: [’albero di ascendenza e un albero binario. Qui Federico
IT di Svevia ¢ alla radice, e nei sottoalberi ci sono i suoi antenati. Gli
alberi genealogici completi sono simili, ma non esattamente binari.



Strutture induttive e induzione

Le proprieta di strutture induttive, si definiscono/dimostrano per
induzione strutturale, che generalizza I'induzione sui naturali.

Esempio: I'altezza di un albero binario, h si definisce come segue:
h(L)=-1 h(a(s, d)) = max{ h(s), h(d) } +1

Esempio (Alberi): dovendo dimostrare una proprieta P:
® verifico che P vale sui casi base (albero vuoto o talvolta le foglie),

® se P vale sui sottoalberi s e d (cioé P(s) e P(d)), dimostro che vale
sull’intero albero, quindi P(a(s, d)) (passo induttivo).

Facciamo un esempio concreto: ogni persona ha al piu 2" avi in k
generazioni. Dimostriamo che ne ha esattamente 2*-1 se gli avi sono
tutti distinti (una persona e 1’avo di sé stesso e sia una generazione).

Infatti, se 'albero & vuoto, ci sono 0 generazioni e 0=2°-1 avi. Se
considero k generazioni, assumo che nei due sottoalberi ci siano 2*-1
avi. Con k+1 generazioni ci sono 1+2(2-1)=1+2k1-2=2k1.7 avi.



Funzioni Ricorsive

Una possibilita che non abbiamo ancora esplorato e che una
funzione chiami sé stessa: ci0 non solo e possibile, ma costituisce
un potente meccanismo per la soluzione a molti problemi.

In particolare, definizioni induttive come quelle viste prima per il
prodotto possono essere facilmente tradotte in una funzione
ricorsiva, cioe una funzione che chiama sé stessa.

Esercizio: confrontatela con il programma iterativo.

def perEgypt(m, n):
# REQ: m,n 2 O

#

ENS: return m*n

if n==0: return 0
g, r = div(n, 2)
if r==0: return perEgypt(m+m, q)

return m + perEgypt(m, n-1) 4

e

caso base

chiamate ricorsiva
(caso pari)

chiamate ricorsiva

(caso dispari)




Valutazione di una funzione ricorsiva

La valutazione di una funzione semplice come perEgypt puo essere

valutata come segue:

perEgypt(7, 13) = 7 + perEgypt(7, 12
= 7 + perEgypt(14, 6)

+ perkEgypt(28, 3)

+ 28 + perEgypt(28,2)

+ + perkEgypt(56, 1)

+ 28 + 56 + perEgypt(56, 0)

+ + 56 + 0

28

7
7
=7
7
7

28

chiamate ricorsive
“aperte” di perEgypt

ogni chiamata
genera una nuova
chiamata ricorsiva

ogni chiamata

restituisce poi il suo
= 91 halore al chiamante

0

def perEgypt(m, n):
# REQ: m,n 2 0
# ENS: return m*n
if n==0: return ©
g, r = div(n, 2)
if r==0: return perEgypt(m+m, q)
return m + perEgypt(m, n-1)




Valutazione ricorsione e memoria

Cominciamo con lo scrivere una funzione ricorsiva che calcola il
fattoriale. Basta riscrivere con sintassi opportuna le equazioni della
definizione induttiva.

Vediamo cosa accade in memoria, calcolando fatt(4).

convivono piu “attivazioni”
della stessa funzione:
ognuna ha la sua copia
privata di parametri e
variabili

def fatt(n):
) # REQ: n 2 0
# ENS: return n!
if n==0: return 1
return n * fatt(n-1)




Ricorsione vs Iterazione

Abbiamo gia visto moltiplicazione egiziana iterativa (Esercitazione
1) e ricorsiva. Vediamo il fattoriale e cherchiamo di trarne delle
considerazioni generali.

PRO: Il programma ricorsivo e piu semplice e non ha bisogno di
variabili indice e accumulatori.

CONS: I'esecuzione del programma ricorsivo richiede 1'uso di
molta memoria e di ripetute chiamate di funzione, che lo rendono
meno efficiente.

def fattIt(n):

def fattRec(n): fatt, i =1, 1
if n==0: return 1 while i!=n:
return n * fattRec(n-1) fatt, 1 = fatt*i, i+l

return fatt




Altri esempi: somma, mcd, pred

Possiamo riscrivere in forma ricorsiva tutti i programmi iterativi
visti le scorse lezioni.

Per esempio somma.

Oppure la il massimo comun divisore di Dijkstra/Euclide.

Oppure predecessore (sapendo fare solo +1)...

che ancora una volta e lo scoglio piu arduo... (prossimamente)

def somma(m, n):

# REQ: m, n > ©

# ENS: return m+n
if n==0:
return somma(m+1, n-1)

return m

def mcd(m, n):
# REQ: m, n > ©
# ENS: return mcd(m,n)
if m==n: return m
if m<n: return mcd(n-m, m)

def pred(n):

# REQ: n > ©

# ENS: return m+n
if n==1: return ©
return 1+pred(n-1)

return mcd(m-n, n)

ovviamente non
e lecito fare -1




Problemi inerentemente ricorsioi

Consideriamo ora il problema di calcolare i coefficienti binomiali.

Ancora una volta, possiamo tradurre le equazioni ricorsive scritte
prima, direttamente in un programma ricorsivo equivalente
(modulo sintassi).

E altrettanto evidente trovare un programma iterativo?
Perché e da evitare: return: fatt(n) / (fatt(k) * fatt(n-k))?

Esercizio: provare a vedere le chiamate di cbin(5, 3)

def cbin(n, k):
# REQ: © £ k £ n
# ENS: return (n k)
if k==0 or n==k: return 1
return cbin(n-1, k-1) + cbin(n-1, k)




La Torre di Hanoi: problema

In un tempio Indu, alcuni monaci spostano dei dischi d’oro di
diverso diametro da una colonna a un’altra usandone una terza.

Ogni disco non pud mai passare sopra uno di diametro inferiore.

I monaci spostano un disco al giorno e devono spostare 64 dischi
dalla colonna 1 alla 3: quando avranno finito, 'universo finira.




La Torre di Hanoi: discussione

Immaginiamo, stavolta, che I’esecutore, oltre alle consuete capacita
aritmetiche, possa spostare il disco che sta in cima alla colonna da
alla cima della colonna a invocando "azione muovi(da, a).

La soluzione con un solo disco sola e ovvia: muovi(1, 3).

La soluzione con due dischi e altrettanto ovvia: appoggio il disco
piccolo sulla colonna 2, sposto il disco grande dalla colonna 3, e
muovo il disco piccolo dalla colonna 2 alla 3.

Quindi la sequenza di azioni e:
muovi(1l, 2),muovi(1l, 3),muovi(2, 3)
Con 3 dischi occorre avere una strategia. E con k dischi?

1 2 3 1| disco 2| disco 3
piccolo piccolo terka
a

prim m m ssa

L] - |
\__ /7 i /

o .
una sola disco

mossa grande




La Torre di Hanoi: soluzione

Ragioniamo induttivamente e assumiamo di saper muovere k - 1
dischi da una colonna da a una colonna a.

Con queste assunzioni, ci siamo ridotti al caso due.
L’unica differenza che spostare k-1 dischi, non € un’azione

elementare, ma una chiamata ricorsiva.

1 2 3
k-1 dischi k-1 dischi

prima
mossa
terza

mossa

seconda
mossa

1 disco



Torre di Hanoi: algoritmo

Per scrivere I'algoritmo e necessario capire ancora una cosa.
Durante la soluzione il ruolo delle torri cambia: ad esempio devo
prima muovere k-1 dischi dalla colonna 1 alla colonna 2 (usando la
colonna 3 come appoggio), e poi devo muovere k-1 dischi dalla

colonna 2 alla colonna 3 (usando la colonna 1 come appoggio).

Occorre parametrizzare la funzione rispetto alle colonne.

Osservazione: la funzione non ritorna nessun valore: il suo effetto
consiste nel modificare lo stato del gioco, cioe i dischi sulle torri.

def hanoi(k, da, a, app):
# REQ: 1 < k
# ENS: sposta k dischi da -> a
if k==1: muovi(da, a)
else:
hanoi(k-1, da, app, a)
muovi(da, a)
hanoi(k-1, app, a, da)

3

seconda' |
mossa

terza
mossa




La Torre di Hanoi: complessita

Per sapere quando durera I'Universo, occorre sapere quante mosse
sono necessarie per risolvere il problema della Torre di Hanoi con

64 dischi.

La complessita di un programma ricorsivo, si calcola impostando
una equazione di ricorrenza: chiamata T(n) la complessita del
programma su un input di dimensione 7, se la funzione genera k
chiamate ricorsive su input di dimensione 7, ..., 1, scriviamo 7(n)
in funzione di T(n,), ..., T(n,).

Nel caso della Torre di Hanoi, risolvere il problema di dimensione
k richiede la soluzione di 2 problemi di dimensione k-1, pit
’esecuzione di una singola mossa. Quindi:

T(k) = 2T(k-1) +1 per k>1
T(1) =1

che intuitivamente ci dice che il numero di mosse & nell’ordine di 2".



Equazioni di Ricorrenza: intro

In generale, puo essere difficile capire la complessita di un
programma ricorsivo, in quanto da luogo a una equazione di
ricorrenza, cioe una sorta di definizione induttiva, da cui non &
sempre evidente una soluzione in forma chiusa.

Il primo metodo che vediamo e il cosiddetto metodo iterativo:
consiste nello srotolare 1'equazione di ricorrenza fino a trovarne una
forma generale, tipicamente una sommatoria.

Risolviamo: T(k) =2T(k-1) +1 perk >1
1+2+4+8+... +2F

T(l) =1 e il numero

T(k) =2 T(k-1)+1 rappresentato in
_ binario da 1111...1

=2(2(T(k-2)+1)+1
=2(2(2(...2((1)+1)+., e
moltiplicati per
2 prodotto = ... Ty 0,1, g’ . ;fz
per k-1 volte =261+ N o Ao 2 4 volte per due

= 2kl 4 k127 = 2.0k1 _1=2k 1



