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Terminazione

Cosa accade se effettuiamo la chiamata pred(9)?

La variabile j comincia l'iterazione con il valore 1 e crescera
ad ogni iterazione non assumendo mai il valore di #n, cioe 0.

L’esecuzione del ciclo non termina mai nel nostro mondo di
naturali illimitati pred calcola una funzione parziale, non
definita su O.

» Esercizio Pratico: verificare cosa accade veramente in C.

® Esercizio Pratico: verificare cosa accade in Python.

def pred(n):
i, j=260, 1
while j!=n:
i, j = i+1, j+1
return i




Specifiche

Possiamo ritenere la funzione pred corretta?

Una funzione puo essere corretta o meno solo rispetto a una
specifica, cioe a una formula logica che ne descrive il
comportamento atteso.

La funzione vista prima e corretta rispetto alla specifica:

_jn—1 pern>0
pred(n)—{ ? pern =0

Anche la seguente e corretta rispetto a questa specifica.

def pred(int n):
i=20
if n==0: return 42
while i+1!=n:

il valore su 0
non é specificato
Viviamo in un
mondo di
funzioni parziali

i=1i+1
return i




Costo Computazionale

In questo corso, ci occuperemo sempre di valutare il costo
computazionale (o complessita) di un algoritmo, in termini
del numero di operazioni elementari o altre grandezze (ad
esempio la quantita di memoria necessaria).

Cercheremo, in generale, gli algoritmi che risolvono lo stesso
problema con un “numero minimo” di operazioni.

Spesso, complessita in tempo (numero di operazioni) e in
spazio (memoria necessaria) sono in contrasto.



Costo Computazionale: esempio

Un esecutore che non ha il predecessore tra le sue abilita
elementari deve compiere n passi per calcolare n-1.

Quindi la funzione in basso a sinistra che chiama 7 volte pred,
calcolera almenon +n + (n-1) + (n-2) + ...+ 1 =n(n+1)/2 +n
operazioni di +1 (formula di Gauss).

Il costo computazionale dipende dal modello di calcolo!

Tuttavia, occorre distinguere la complessita di un problema
da quella di un algoritmo. La somma e cmq lineare!

A destra un algoritmo che fa la somma con 2n successori.

def somma(int m, int n):
while n!=0:
m, n = m+l, pred(n)
return j

def somma(int m, int n):
i=20
while il=n:
m, 1 = m+l, i+l
return j




Costo Computazionale: riflessioni

Nel nostro modello di calcolo, calcolare la funzione f(n) avra
sempre complessita almeno proporzionale a f(1). Perché?

Qual e la complessita di calcolare m+n dell’algoritmo di
somma delle elementari per numeri a piu cifre visto prima?

E proporzionale alla lunghezza della rappresentazione dei
due numeri, che e log, n, che & enormente minore della
somma unaria, che é viceversa proporzionale ad .

Nel seguito, considereremo modelli di calcolo piu realistici, in
cui le operazioni aritmetiche base (+, *, -) hanno costo al piu
logaritmico rispetto al valore degli operandi (quindi lineare
nella dimensione della rappresentazione)



Asserzioni Logiche

Spesso scriveremo nei commenti allo pseudocodice asserzioni
logiche: si tratta di formule logiche che dipendono dal valore
delle variabili di programma e che possono esprimere:

» precondizioni: sono proprieta richieste sui valori di
ingresso di una funzione e specificano l'insieme dei valori su
cui la funzione svolge correttamente il suo compito;

» postcondizioni: sono proprieta che una porzione di codice o
una funzione assicura sui valori delle variabili alla fine o sui
risultati che restituisce al chiamante (ovviamente a patto che
le precondizioni siano soddisfatte);

Precondizioni e postcondizioni formano le specifiche.

» invarianti: sono proprieta sempre soddisfatte durante
I"esecuzione di un ciclo;

» altre proprieta (terminazione, proprieta soddisfatte in certi
punti del programma)



Asserzioni Logiche: Esempio

Riscriviamo il programma della somma, scrivendo le
asserzioni logiche. Ad esempio, cosa serve richiedere n = 0?

In generale, data una variabile x, indicheremo nelle asserzioni
con X, il suo valore all’inizio della computazione (useremo il
font x e x, nelle dimostrazioni per indicarne il valore.)

L'invariante my+n,=m+n e la negazione della guardia del
while, n=0 implicano ’asserzione finale F: m=m,+n, quindi la

correttezza della funzione.

precondizioni

def piu(m, n): ‘r”””,,a——
# REQ: m,n 2 ©

(require)

postcondizioni

# ENS: return m+n 44—
while n!=0:

# INV: mytny = m+n\

m, n = m+l, n-1

# F: m = mytny
return m

.

(ensure)

invariante: proprieta
sempre vera durante
‘esecuzione del ciclo

asserzione finale

del ciclo ,



Conservazione degli invarianti

Come dimostrare che una proprieta e invariante per un ciclo?

Si dimostra che INV vale all’ingresso del ciclo.

Si dimostra che assumendo INV e la guardia B, dopo
’esecuzione del corpo del ciclo vale ancora INV.

Chiamando x’, y’, ... il valore delle variabili x, y, ... dopo
’esecuzione del corpo del ciclo, facciamo vedere che

Invlx, y, ...] & B implica Inv[x’, v/, ...]

def somma(int m, int n):
# REQ: m,n > ©
# ENS: return m+n

while n!=0:

# INV: my+ny = m+n

m, n = m+l, n-1
# F: m = my+n,
return m

m+n=m,+n, € banale per via delle
(non) inizializzazioni (m=m, e n=n,)
So che m+n=my+n,, (assumo che
valga l'invariante per m, n) allora
anche m’+n’=m,+n, (I'invariante vale
anche per m’, n’). Infatti:
m’+n’ = m+M¥n-¥(assegn. parall.)
=m+n



Terminazione

In generale, saremmo interessati in questo corso a funzioni la
cui computazione termina.

Un comando iterativo potrebbe non terminare. Ad esempio:
while n!=0: n=n+1 entrando nel ciclo con n positivo.

Il programma della somma non terminerebbe se entrassimo
nel ciclo con un valore di n negativo.

def somma(int m, int n):
# REQ: m,n 2 O
# ENS: return m+n

while n!=0:

# INV: my+ny = m+n

m, n =m+l, n-1
# F: m = mytn,
return m




Dimostrare la Terminazione

Una tipica tecnica per dimostrare la terminazione di un ciclo,
¢ definire una funzione di terminazione, cioé una funzione ¢
con le seguenti proprieta:

» t dipende dal valore delle variabili di programma x;, .., x,,

» I'invariante e la guardia implicano che ¢ assume valori
positivi, cioe vale sempre #(xy, .., x,) > 0

» t decresce ad ogni iterazione, cioe #(x';, .., x',) < t(xq, .., X))

def somma(int m, int n): Una possibile funzione di

# REQ: m,n 2> @ terminazione € semplicemente .
# ENS: return m+n

while n!=0:
# TERM: n
# INV: my+ng = m+n

La precondizione e la guardia del
ciclo implicano l'invariante n > 0.

n decresce a ogni iterazione: siccome
non ci sono catenete infinite
discendenti nei naturali, esco dal
ciclo dopo un numero finito di passi.

m, n = m+l, n-1
# F: m = my+n,
return m




Teorema di Iterazione Finita

Teorema: Siawhile B: C un comando iterativo e @ una
asserzione logica. Allora, se:

1. ¢ vale all’ingresso del ciclo

2. @ & Bimplica che ¢ sia soddisfatta dopo l'esecuzione di C
3. Esiste una funzione di terminazione t

4. @ & not(B) implicay

Allora I'asserzione 1 e soddisfatta alla fine dell esecuzione del ciclo
while B: C

Osservazione: 1. e 2. implicano che ¢ sia una proprieta
invariante per il ciclowhile B: C mentre la proprieta 3.
implica che il ciclo termina.



Esempio: Predecessore

Vediamo che i =j - 1 ej <n sono proprieta invarianti.
Ingresso del ciclo: 1 =7 - 1 e banalmente vera perchéi=0e;=1.

j<mneverasen=1 (precondizione). Infatti, siccome j =1, in tal caso
j < n e si entra nel'¢relq solo se j # 1, quindi se j < n.

Conservazione: i’ =i+1 =] =j’-1perchéj =j+1.Sej < n allora
j"=j+1 <n. Ma se ¢ soddisfatta lagsardia ;" # n cio implica j'< n.

Terminazione: n - j descresce a ogni iterazi
e positiva. Infattin’-j"=n-j-1<n-j. Questo i
di iterazioni e proprio n - 1 (costo computazionale).

j <n e mnecessario per
provare la terminazione
ed e implicato dalla
precondizione n > ()

def pred(n):
# REQ: n > ©
i, j =60, 1
while j!=n:
# INV: i=j-1 & j<n
i, j = i+1, j+1
# F: i=n-1
return i




Sottrazione

Come la somma e iterazione di +1, anche la sottrazione puo

essere calcolata iterando -1.

Osservate che m > n > 0 implica che le chiamate alla funzione
pred soddisfano le precondizioni di pred (parametro > 0).

Siccome nel nostro modesto modello di calcolo, pred(n) costa
n operazioni, € possibile evitare di chiamare pred?

Contare in avanti come i negozianti quando danno il resto!

def sub(m, n):
# REQ: m 2 n 2 O
# ENS: return m-n
while n!=0:
# INV: my-ng=m-n, T=n
m, n = pred(m), pred(n)
# F:m = my-ng
return m

positiva per le
precondizioni ™

/\_/

def sub(m, n):
# REQ: m 2 n 2 O
# ENS: return m-n
i = 0 # contapassi
while n!=m:
# INV: my-ng=m-n+i, T=m-n
n, i = n+tl, i+l
# F: m = my-ny
return m




