10 Grafi orientati: DAG, topological sort e SCC

10.1 Capire le SCC

1. Come cambia il numero delle componenti fortemente connesse di un grafo
orientato G se viene aggiunto un nuovo arco v — v?

2. Dato un grafo diretto G = (V, E), come ¢ fatto un grafo G’ = (V, E’) che ha
lo stesso insieme di nodi, le stesse componenti fortemente connesse, ma un numero
minimo di archi? G’ & necessariamente un sottografo di G (cioé necessariamente
ECE"?

3. fornire un algoritmo per calcolare il grafo G’ individuato al punto precedente.

10.2 Grafo semi-connesso

Ricordiamo che un grafo orientato ¢ semi-connesso se per ogni coppia di nodi u, v
esiste sempre un cammino da u a v oppure un cammino da v a u (oppure entrambi).

Dare un algoritmo per verificare se un grafo diretto € sia semi-connesso o meno
(in tal caso fornire una coppia di nodi per cui non esiste nessun cammino tra loro)
[SuGG: risolvere prima il problema su un DAG].

10.3 Radici di un DAG e di un grafo orientato (IV esonero, 16/1/23)

Dato un grafo diretto G = (V, E), un insieme di nodi R C V ¢ detto un insieme
di radici completo se tutti i nodi di G sono raggiungibili da almeno un nodo in R.
Formalmente, R ¢ completo se per ogni v € V esiste un nodo r € R tale che r ~ v
(percorrendo 0 o piu archi). Ovviamente, V' & sempre un insieme di radici completo.

Un insieme P di radici completo € detto principale se &€ minimale, cioe se per
ogni suo sottoinsieme proprio P’ C P, P’ non ¢ completo.

Rispondete ai seguenti quesiti:
1. In quali grafi, I'insieme V' di tutti i nodi & anche principale?
2. nel grafo in figura, determinare tutti gli insiemi principali di nodi;

3. qual ¢ 'unico insieme principale in un grafo diretto aciclico (DAG)? Dare un
algoritmo per calcolarlo;

4. generalizzare a tutti i grafi diretti (con eventualmente cicli);

5. gli insiemi principali di un grafo G hanno sempre tutti la stessa cardinalita?
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10.4 DAG e ordinamento topologico (IV esonero, 7/6/22)

Dato un grafo orientato aciclico G = (V, E) e un insieme E' C V x V di archi non
orientati, si vuole orientare gli archi in £’ ottenendo un insieme di archi orientati
E*, tali che il grafo orientato G* = (V, E'U E*) sia ancora aciclico. E richiesto di:

1. dare lo pseudocodice un algoritmo per orientare gli archi in £’ in modo da
ottenere E*, giustificandone, almeno informalmente, la correttezza e la complessita;

2. fornire un esempio di DAG in cui sia possibile aggiungere un arco tra due
nodi mantenendolo aciclico, indipendentemente dall’orientamento dell’arco;

3. dato un grafo non orientato, come e possibile dare un orientamento a tutti gli
archi piu “sbrigativo” in modo da non creare cicli?
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