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Ancora sui modelli di calcolo

Lo pseudocodice con cui abbiamo descritto gli algoritmi per 
modesti esecutori TinyPython, contengono solo due tipi di dato: 
valori booleani e numeri naturali arbitrariamente grandi.

Uno studente attento potrebbe essere stato sorpreso quindi dal 
Teorema di Böhm/Jacopini e dalla sua equivalente versione per i 
programmi ricorsivi.

Argomenteremo oggi e verso metà corso sul fatto che ogni dato può 
essere codificato con un numero naturale.

Dalla lezione di oggi (a meno che non sia specificato diversamente) 
però scriveremo programmi per un modello più realistico, sempre 
astratto, ma ispirato all’architettura dei calcolatori contemporanei.

Come abbiamo visto, mentre per caratterizzare l’insieme delle 
funzioni calcolabili bastano modelli molto semplici, la complessità
computazionale può dipendere in modo essenziale dall’insieme 
delle operazioni elementari dell’esecutore e dalla rappresentazione 
dei dati.



Architettura di von Neumann
I calcolatori contemporanei sono concettualmente ancora basati
sull'architettura di von Neumann (noi qui vediamo una macchina
sequenziale, un solo processore)
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CPU: Operazioni elementari
Il processore (o CPU, Central Processing Unit) è il vero Cuore
PUlsante di un calcolatore. È sincronizzata da un clock, e a ogni
inpulso del clock cambia stato. Contiene:

➧ Control Unit: 
• preleva le istruzioni e le esegue dando i comandi (segnali di 

attivazione) corrispondenti all’ALU.
• Si preoccupa di intercettare eventuali segnali, come arrivo di 

Input/Output etc.
➧ Unità Aritmetico Logica (ALU): è l’unità in cui avvengono

effettivamente i calcoli. 
• Contiene addizionatori, moltiplicatori, confrontatori etc.
• Idealmente (non sempre) un calcolo richiede un ciclo di clock

➧ Registri: memorie molto veloci che contengono i dati usati più di 
frequente (ai miei tempi erano nell’ordine di 16 o 32… ora sono 
nell’ordine delle migliaia)



Memoria e parole di memoria
In un calcolatore contemporaneo, tutta l’informazione è codificata in 
binario, cioè con un alfabeto di due simboli, convenzionalmente
identificati con le cifre binarie 0 e 1 (bit). 
➡ La memoria è quindi uno sterminato (ma finito!) deserto di 0 e 1.
È organizzata in parole di memoria: nei calcolatori “domestici” 
attualmente le architetture più diffuse sono a 32 o 64 bit. 
Storicamente, un gruppo di 8 bit è detto byte.
La dimensione della parola influenza anche la quantità di memoria 
che può essere indirizzata direttamente: ogni parola è raggiungibile 
specificando la sua posizione, e gli indirizzi stessi occupano una 
parola di memoria.
Quindi in una architettura a 32 bit si possono indirizzare 
direttamente 232 bytes (che sono cmq sempre l’unità minima).
Ricordiamo che 210≈103, ciò significa fino a oltre 4· 109 ≈ 4 Giga bytes.
Ricordiamo 1Kb (kilobyte) = 1024bytes, 1Mb (megabyte)=1024Kb, 
1Gb (gigabyte) = 1024Mb, 1Tb (terabyte) = 1024 Gb = ≈1012 bytes 



I computer della mia infanzia

Olivetti M24 e IBM XT
Processore Intel 8086 a 16 bit
Clock: 4,77 Mhz
Memoria: ~256Kb
espandibile fino ~640K
Dischi fissi: ~20Mb

Apple MacIntosh 128K
Processore Motorola68000 a 32 bit
Clock: 7,8MHz, Memoria: 128Kb
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CPU ed aritmetica finita
L’architettura condiziona anche le operazioni eseguibili in un unico
ciclo di clock. Semplificando: si riesce a sommare/sottrarre
/moltiplicare 2 interi da 64 bit in un’architetettura a 64 bit.
➧Esempio: un half adder somma due cifre binarie e genera il 
risultato e il riporto. Un full adder somma due cifre e un riporto, ed 
è costituito da due half adder.
Un addizionatore è una sequenza di addizionatori elementari (full 
adder) che sommano due cifre binarie e un riporto. Un 
addizionatore a 64 bit è una sequenza di 64 full-adder che lavorano 
in parallelo, ma occorre aspettare che si propaghino i riporti.



Conseguenze pratiche
➧Tutte le operazioni aritmetiche *, /, +, - si possono effettuare in 
tempo (approssimativamente) costante su dati la cui dimensione
corrisponde alla parola di memoria.
➧Tutte le operazioni di confronto <, ≤, ≥, > si possono eseguire in 
tempo (approssimativamente) costante su dati la cui dimensione
corrisponde alla parola di memoria.
➧Tutte gli accessi in memoria (letture/scritture) si eseguire in 
tempo approssimativamente costante.
Le costanti sono diverse tra loro, ma verranno nascoste dalle
notazioni asintotiche 𝒪, 𝛀, 𝛳.

Attenzione: non sono di costo costante elevamento a 
potenza, logaritmi, radici quadrate etc.

Esempio: conviene calcolare i numeri di Fibonacci con la formula di 
Binet? 

No! Coinvolge metodi numerici iterativi e approssimati!



Esempio: fattoriale (1)
Qual è la complessità della funzione fattoriale? 
Assumendo il prodotto operazione costante 𝛳(1), sarebbe giusto 
dire che questo programma ha complessità asintotica lineare 𝛳(n)?
NO, perché 22! > 264 : quindi, l’aritmetica finita è un’ipotesi non 
realistica in un’analisi di complessità asintotica in questo caso.
C’è un secondo motivo: l’input è un numero n, che si può
rappresentare in log2 n bit! Quindi sarebbe un programma
esponenziale anche se fosse legittimo dire che fa n prodotti
ciascuno in tempo costante. 

int fatt(n){
int f = 1;
for (int i=1; i<=n; i++) 

f = f*i;
return f;

}



Più realisticamente, se stiamo calcolando una funzione che cresce in 
modo esponenziale, occorre assumere che un’operazione
aritmetica sia lineare nella rappresentazione dei numeri coinvolti, e 
quindi il costo di m✻n sia proporzionale a max{ log2 m, log2 n }

Esempio: Determiniamo quanto cresce il fattoriale per stimare il
costo dei prodotti nella funzione fatt.
È facile vedere che: 

n·(n-1)·(n-2)·…·2·1 ≤ n·n·n·…·n·n = nn

n·(n-1)·(n-2)·…·2·1 ≥ n·(n-1)·…· (n/2) ≥ (n / 2)n/2

Quindi (n / 2)n /2 ≤ n! ≤ nn, e quindi, siccome siamo interessati ai 
logaritmi (n / 2)log2 n/2 ≤ log2 n! ≤ n log2 n, cioè log2 n!=𝛳(n log n).
Infine maggioriamo la complessità della funzione fatt:
∑i=1, …, n 𝒪 (log i!) = ∑i=1, …, n 𝒪(i log i) ≤ n 𝒪(n log n) = 𝒪(n2 log n)

Esercizio: verificare se la maggiorazione sopra sia stretta o meno.

Esempio: fattoriale (2)



Costo uniforme e costo logaritmico

La maggior parte degli algoritmi che vedremo non dipende da 
numeri che crescono esponenzialmente.

Useremo di norma il cosiddetto criterio del costo costante che 
semplifica molto i calcoli: tutte le operazioni aritmetiche di base 
vengono assunte di costo costante.

Occasionalmente, faremo i conti applicando il criterio del costo 
logaritmico per valutare programmi in cui i valori manipolati
crescono molto, come nel caso del fattoriale.



Macchine fisiche e astratte
Siccome i programmi sono spesso scritti in linguaggio ad alto 
livello, come C, Python, Java, Haskell etc., non sempre la macchina
fisica è visibile al programmatore.
Quando si programma in linguaggi ad alto livello (o in 
pseudocodice), è utile pensare gli algoritmi nei termini 
dell’esecutore astratto messo a disposizione dal linguaggio e degli
esecutori astratti che il linguaggio ci permette di definire.
Spesso, alcune caratteristiche della macchina fisica diventano
inaccessibili.
➧Esempio: programmando in Haskell o Python, se in numeri interi
crescono molto, vengono automaticamente convertiti in interi a 
lunghezza illimitata…
… ma è bene sapere che a quel punto un’operazione aritmetica non
può più essere calcolata in tempo costante!



Numeri Naturali e memoria
Possiamo pensare tutta la memoria di un calcolatore come un’unica 
sequenza di cifre binarie.
Possiamo interpretare questa sequenza come la codifica in binario 
di un unico numero naturale (molto grande!)
Quindi, un calcolatore con 16Gb di memoria può codificare un 
numero intero (positivo) da 0 a	2&'( − 1.
Infatti 1Gb = 230 bytes = 233 bits e 16= 24 e quindi 237 bits. 

Ogni trasformazione della memoria può essere vista come una 
funzione f : [0, 2&'(- 1] → [0, 2&'(- 1] e ogni computazione come una 
sequenza di trasformazioni di memoria.

➧Osservazione Importante: la memoria è finita, ma noi pensiamo 
sempre ogni esecuzione di un algoritmo operare su dati finiti, ma 
di dimensione non limitata (rivedere Lezione 1 e caratteristiche 
degli algoritmi).


