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Numeri 
di Cappanacci



Esercizio 2 Presenza



Idea 1
Una prima idea è quella di dare una soluzione ricorsiva.
Sull’esperienza di Fibonacci, questo programma fa una quantità 
di conti esponenziale (scende sui casi basi almeno Ck(n) volte, ma 
l’albero delle chiamate ricorsive ha un numero di nodi non 
facilmente calcolabile… esercizio per gli impavidi amanti del 
calcolo combinatorio!).

fun cappanacciRec(int n, k):
if n ≤ 0 then return 0

if n = 1 then return 1

ckn← 0;
for j← n-k-1 to n-1 do 

ckn← ckn + cappanacciRec(j, k)
return ckn



Idea 1 - Reloaded
Come visto per Fibonacci, è possibile evitare di ricalcolare 
numeri già calcolati, usando un vettore che tenga traccia di tali 
valori: il vettore, tuttavia, deve essere lungo 𝛳(n)

fun cappanacciRec(int n, k):
allocaVettoreDiInteri(c, n)
azzera(c); /* per n>0, 0 significa ‘valore non calcolato */
c[1]← 1
return cappanacciRecAux(n, k, c) 

fun cappanacciRecAux(int n, k, array c):
if n ≤ 0 then return 0

if c[n] > 0 then return c[n]  /* valore già calcolato */
for j← n-k-1 to n-1 do 

c[n]← c[n] + cappanacciRec(j, k)
return c[n]



Versione iterativa
Lo “stesso” programma con memoria 𝛳(n) e tempo di esecuzione 
𝛳(kn) può essere scritto in versione iterativa, o bottom-up.
Tuttavia…

fun cappanacciIt(int n, k):
allocaVettoreDiInteri(c, n)
azzera(c) 
c[1]← 1
for i ← 2 to n do

c[i]← 0
s = min(i – k - 1, 1) /* serve per i < k */
for j← s to i-1 do 

c[i] ← c[i] + c[j]
return c[n]



Ma si può fare meglio?
Tuttavia è chiaro che basta memorizzare al più k elementi.
Inoltre osserviamo che: 

c[n] = c[n - 1] + c[n - 2] + … + c[n - k] e
c[n+1] = c[n] + c[n - 1] + … + c[n – k + 1] 

da cui si ha che: 
c[n+1] = c[n] + (c[n] - c[n - k]) 

= 2 c[n] - c[n - k].
Morale: Posso calcolare ogni nuovo numero in tempo costante e 
mi bastano solo k elementi (c[n - k] non sarà mai più utile dopo 
aver calcolato c[n]).
Conseguenza: è particolarmente efficace allocare gli ultimi k
numeri di Cappanacci in una coda che avrà sempre k elementi: a 
ogni iterazione introduco il nuovo numero calcolato, dopo aver 
rimosso quello entrato k iterazioni fa. 
Risultato: tempo 𝛳(n) e memoria 𝛳(k).



Finezze
Sulle prime sembrerebbe che devo trattare in modo diverso il 
caso n < k e n ≥ k: ma se inizializziamo la coda con k - 1 zeri e un 1 
sto apposto (per la cronaca Ck(n)=2n-1 per 2 ≤ n ≤ k. Quindi per 
k=∞, ho che Ck(n)=2n-1).
Ma in generale sono interessato ai casi in cui k≪ n.

fun cappanacciQ(int n, k):
Q = emptyQueue();
for i ← 1 to k-1 do enqueue(Q, 0)
enqueue(Q, 1)
newCK ← 1
for i ← 2 to n do 

old = dequeue(Q)
newCk = 2 * newCk – old
enqueue(Q, newCk)

return newCk



Finezze II (imparando dagli studenti)
A ben vedere si usa la coda in modo particolare: contiene sempre 
k elementi. Far scivolare a ogni iterazione i k elementi riporta la 
complessità a 𝛳(kn). 
Ma se uso un vettore come circolare e scrivo sempre sulla casella 
dell’elemento che verrebbe eliminato!
Osservate che il seguente programma riscrive sempre la casella 
che andrebbe eliminata, se il vettore circolare rappresentasse 
una coda.

fun cappanacciVC(int n, k):
C = allocaVettore(k);
for i ← 0 to k-1 do C[i]← 0
C[1]← 1
for i ← 2 to n do 

C[i mod k] = 2 * C[(i-1) mod k] – C[i mod k]
return C[n mod k]



Morale

Usare le strutture dati “preconfezionate” porta a scrivere 
programmi molto rapidamente e facendo affidamento a 
procedure affidabili e testate da molti altri 
programmatori.

Specializzare alcune strutture dati al problema in esame, 
costringe a “entrare dentro” l’implementazione di alcune 
operazioni, ma può condurre a programmi più efficienti 
(anche se magari dello stesso costo asintotico)



Lezione 31b 

Bilanciamento 
delle Parentesi



Esercizio - 2 Distanza



Problema

Innanzitutto, quando le parentesi sono bilanciate?
Immaginiamo dapprima di avere un solo tipo di parentesi. 
Sono bilanciate quando:
1. il numero di quelle aperte sono uguali al numero di quelle 

chiuse;
2. andando da sinistra a destra, non deve mai succedere di 

avere più parentesi chiuse di parentesi aperte;

Senza la condizione 2. potrei valutare ben bilanciate ad 
esempio espressioni come “)(“ oppure “())(“ che 
evidentemente non lo sono.
Ma come faccio senza poter contare?



Idea
Posso usare una pila (o anche una coda nel caso di parentesi tutte 
uguali): inserisco se trovo una parentesi aperta, estraggo se trovo 
una parentesi chiusa.
La condizione 1. è soddisfatta se alla fine la pila è vuota. La 
condizione 2. è soddisfatta se non provo mai a estrarre dalla pila 
vuota.
Se ho diversi tipi di parentesi, la parentesi da estrarre deve essere 
uguale a quella che incontro.

Angolo della Cultura: i Linguaggi di Programmazione sono 
essenzialmente linguaggi parentesizzati: in C è evidente dall’uso 
di {} ma in generale i costrutti (ad esempio i cicli) devono essere 
annidati uno dentro l’altro e l’ultimo aperto deve essere il primo 
a essere chiuso. 
In molti linguaggi si usano if-fi, repeat-until, do-od, for-next, 
fino allo sconcertante while-elihw per indicare inizio/fine dei 
blocchi. 



Pseudocodice e complessità
Libertà da pseucodice: isOpenPar(next) dà TRUE se next è una 
parentesi aperta come {, (, [, <, begin, repeat, if … e isClosedPar(c) 
dà TRUE se c è una parentesi aperta come }, ), ], >, end, until, fi…
e doesNotMatch(c, next) restituisce TRUE se c non è la parentesi 
chiusa corrispondente a next. 
Tutte le operazioni sono costanti e quindi il tempo è lineare nella 
lunghezza dell’espressione.

fun bilancPar(coda expr):
S = emptyStack()
while notEmpty(expr) do

next = dequeue(expr)
if isOpenPar(next) then push(S, next)
else if isClosedPar(next) then

if isEmpty(S) then return FALSE
c = pop(S) 
if doesNotMatch(c, next) then

return FALSE
if isEmpty(S) then return TRUE
return FALSE



Lezione 31c 

Nodi equidistanti 
da due nodi s e t in un grafo



Esercizio 3 Presenza



Soluzione naif
Supponendo di avere una funzione dist(G, u, v), il problema in 
esame ha una soluzione banale:

Cosa devo fare per trovare la distanza tra due nodi u e v? 
E quanto costa?
Devo fare una visita in ampiezza radicata in u (o v) e fermarmi 
non appena trovo v, avendo avuto cura di contare i livelli 
visitati. 
Nel caso pessimo, al solito, la visita costa 𝒪(m+n) e quindi il 
programma sopra ha costo 𝒪(nm+n2)

fun eqDist(grafo G, nodi s, t):
allocaVettoreDiBooleani(eqdist, n)
forall u ∊ G.V do 

if dist(G, u, s) = dist(G, u, t)
then eqDist[u] = TRUE
else eqDist[u] = FALSE

return eqDist



Distanza tra due nodi
Seguendo questo approccio, scriviamo la visita, osservando che 
possiamo fermarci non appena troviamo il secondo nodo.

È una normale visita, mi fermo non appena trovo t.

fun dist(grafo G, nodi s, t):
Q = emptyQueue();
allocaVettoreDiInteri(dist, n)
forall u ∊ G.V do dist[u] ← +∞
dist[s] ← 0
enqueue(Q, s)
while notEmpty(Q) do 

u = dequeue(Q)
forall v adiacente a u do 

if dist[v] < +∞
then dist[v] ← dist[u] + 1

enqueue(Q, v)
if v=t then return dist[v]

return +∞

osservare che 
l’informazione in marked
è sussunta da dist e che 

non serve produrre 
l’albero di visita



Distanza tra un nodo e tutti gli altri
Il programma precedente, a ben vedere, però, può restituire la 
distanza di tutti i nodi da s, senza avere un maggiore costo 
computazionale.

fun dist(grafo G, nodi s, t):
Q = emptyQueue();
allocaVettoreDiInteri(dist, n)
forall u ∊ G.V do dist[u] ← +∞
dist[s] ← 0
enqueue(Q, s)
while notEmpty(Q) do 

u = dequeue(Q)
forall v adiacente a u do 

if dist[v] < +∞
then dist[v] ← dist[u] + 1

enqueue(Q, v)
/*stavolta restituisco il vettore di distanze */

return dist



Soluzione Finale
Usando la funzione allDist, posso calcolare tutte le distanze da s
e tutte le distanze da t, in tempo 𝒪(m+n). Poi in tempo 𝒪(n) 
verifico quali sono i nodi che hanno queste due distanze uguali.

Morale: spesso nei grafi, molti problemi costano almeno una 
visita, ma magari una visita ci può permettere di calcolare molta 
più informazione utile ai fini della soluzione del problema.

fun eqDist(grafo G, nodi s, t):
distS = allDist(G, s)
distT = allDist(G, t) 
forall u ∊ G.V do 

if distS[u] = distT[u]
then eqDist[u] = TRUE
else eqDist[u] = FALSE

return eqDist



Lezione 31d 

Lista dei nodi 
a distanza k da un nodo s



Esercizio 3 Distanza



Usando allDist
Anche qui, usando la funzione allDist, possiamo dare una 
soluzione semplice ed efficace:

Nota: Nelle slide viste a lezione, insert inserisce un nodo, 
piuttosto che un valore: nello pseudo-codice possiamo 
mantenere queste ambiguità. In alternativa, uno crea un nuovo 
nodo (assumendo di avere una funzione newNodo(k)) e poi lo 
inserisce.

fun allNodesdistK(grafo G, nodo s, intero k):
dist← allDist(G, s)
L ← NULL
forall u ∊ G.V do 

if dist [u] = k
then insert(k, L)

return L 



Modificando la visita

Possiamo in alternativa ancora una volta “entrare dentro” la 
visita, traendo vantaggio ad esempio dei casi in cui k sia molto 
piccolo e quindi sospendere il calcolo delle distanze non appena 
il problema è risolto.

Osserviamo che ancora una volta ciò produce un algoritmo più 
efficiente, ma non nel senso di una minore complessità del 
caso pessimo, che resta invariata.



Modificando la visita
fun allNodesDistK(grafo G, nodi s, t):

L ← NULL
Q← emptyQueue();
allocaVettoreDiInteri(dist, n)
forall u ∊ G.V do dist[u] ← +∞
dist[s] ← 0
enqueue(Q, s)
while notEmpty(Q) do 

u = dequeue(Q)
forall v adiacente a u do 

if dist[v] < +∞
then dist[v] ← dist[v] + 1

enqueue(Q, v)
if dist[v] = k then insert(L, v)
if dist[v] = k+1 

then return L
return L

quando arrivo allo strato k+1 
troveremo solo nodi più 

distanti.
L’ultimo return si raggiunge 

quando le massime distanze da 
s sono minori o uguali a k



Lezione 31e 

Raccomandazioni



Raccomandazioni Pratiche

Un algoritmo corretto ma non ottimo iene sempre valutato 
sufficiente: almeno 6 punti, ma anche 7 od 8 punti a seconda 
della qualità dello pseudo-codice e delle descrizioni: quindi non 
disperate trovate solo una soluzione ovvia.

La descrizione a parole deve essere concisa e precisa: 
descrivere i macro-passi e le idee intuitive dietro a un 
algoritmo.
Frasi da evitare: “si fanno due if” (entra in aspetti tecnici),



Esempi di Descrizioni a Parole
Numeri di Cappanacci:
Una coda può essere utilizzata per memorizzare gli ultimi k
numeri di Cappanacci: a ogni iterazione calcolo quello nuovo 
sommando gli elementi in coda, estraggo quello inserito k
iterazioni fa e inserisco quello appena calcolato.
Osserviamo tuttavia che per calcolare il nuovo numero di 
Cappanacci non è necessario fare k somme in quanto… [vedi slide 
precedente…]

Elementi equidistanti da s e t in un grafo:
Con un’unica visita BFS di un grafo radicata in u, possiamo 
calcolare le distanze di tutti gli altri nodi da u e memorizzarle in 
un vettore. 
Facendo una visita BFS radicata in s e una radicata in t, posso 
quindi calcolare due vettori indicizzati sui nodi, distS e distT tali 
che distS[u] è la distanza di u da s e distT[u] è la distanza di u da t.
Scorrendo parallelamente distS e distT, pongo eqDist[u] a TRUE per 
ogni nodo u per cui distS[u]=distT[u] e FALSE altrimenti.



Lezione 31

That’s all Folks…
Grazie per l’attenzione…

…Domande?


