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Esercizio 1: alberi di somma al più h
Sia dato un albero binario T memorizzato tramite record e 
puntatori le cui chiavi sui nodi siano numeri relativi. Si progetti
un algoritmo che, dato in input il puntatore alla radice di T ed
un intero k, restituisca TRUE se la somma di tutte le chiavi sui 
nodi di T è al più k, FALSE altrimenti. Dell’algoritmo proposto:

1. si dia la descrizione a parole (3 punti)
Una facile soluzione consiste nel calcolare la somma delle chiavi
memorizzate nell’albero (è sufficiente una qualsiasi visita, ma la 
soluzione naturale segue la logica della visita post-order) e 
confrontare il valore ottenuto con k.

2. si scriva lo pseudocodice (3,5 punti)

fun sommaChiavi(albero T):
if T = NULL then return 0 /* caso base */
return key[T]+sommaChiavi(left[T]) + sommaChiavi(right[T])

fun almenoK(albero T, int k):
if sommaChiavi(T) ≥ k  then return TRUE

else return FALSE



Esercizio 1: alberi di somma al più k
3. si calcoli il costo computazionale, dettagliando comunque il costo
delle funzioni studiate eventualmente usate (2,5 punti);
Chiaramente, la visita dell’albero della funzione sommaChiavi ha 
un costo computazionale lineare nel numero dei nodi
dell’albero, mentre la funzione almenoK ha costo costante.

4. si facciano le opportune osservazioni sul costo computazionale nel
caso migliore e peggiore se abbiamo l’ipotesi che tutti i nodi abbiano
chiavi positive (1 punto).
In questo caso, il caso pessimo (quando la somma è minore di k) 
è uguale in quanto si può dedurre che la somma è minore di k e 
restituire FALSE solo dopo aver sommato tutte le chiavi
dell’albero. 
Tuttavia si può trarre vantaggio dalle chiavi positive, tornando
TRUE non appena la somma diventi maggiore di k. Non cambia 
la complessità asintotica del caso pessimo, ma si può in alcuni
casi evitare di visitare tutto l’albero.
Nel seguito vediamo come sviluppare quest’idea in forma 
iterativa e ricorsiva.



Esercizio 1: alberi di somma al più k
Usando una visita iterativa si può usare un semplice ed efficace
schema di programma: non appena la somma supera k si ritorna
TRUE mentre se si arriva in fondo alla visita, si ritorna FALSE. 

La versione ricorsiva è un po’ più complicata dal fatto che
dobbiamo propagare le somme tra le varie attivazioni ricorsive, 
volendo evitare l’uso (sconsigliato) di variabili globali.

fun almenoKPos(albero T, int k):
S← emptyStack()
s = 0
push(S, T)
while not(empty(S)) do

T = pop(S);
s← s + key[T]
if s ≥ k then return TRUE
if left(T) ≠ NULL push(S, left(T));
if right(T) ≠ NULL push(S, right(T));

return FALSE

Si esce subito 
quando la 

somma diventa 
maggiore di k



Esercizio 1: alberi di somma al più k
Usiamo la seguente strategia: usiamo una funzione ausiliaria che 
restituisce la somma del sottoalbero, ma appena trova che tale 
somma sia maggiore di k, sospende le chiamate ricorsive.
La somma parziale delle chiavi dei nodi incontrati finora viene 
memorizzata in un parametro passato per indirizzo, in modo 
che questo valore sia visto da tutte le attivazioni ricorsive. 

Si possono usare altre tecniche, come propagare le somme
calcolate usando i valori di ritorno della funzione (Esercizio). 

fun almenoKPos(albero T, int k):
int s← 0
return almenoKPosAux(T, k, s)

fun almenoKPosAux(albero T, int k, ref int s):
if T = NULL then return FALSE
s← s + key[T]
if s ≥ k then return TRUE
return almenoKPosAux(left[T], k, s) 

or almenoKPosAux(right[T], k, s)

s è passato per 
indirizzo e quindi 
comune a tutte le 

chiamate



Eserc. 2: k valori più piccoli in ABR
Si consideri un albero binario di ricerca T con n chiavi, 
rappresentate da numeri reali distinti, memorizzato in una
struttura con record e puntatori, e un intero k ∊ {1, ..., n}.
Si scriva un algoritmo che, dati T e k, estragga da T le chiavi
contenenti i k valori più piccoli. Di tale algoritmo:
1. si dia la descrizione a parole (3 punti)
Per elencare i k valori più piccoli è sufficiente fare una visita in 
order e restituire i primi k elementi incontrati. 
Se vogliamo eliminarli da T? 
Posso fare k estrazioni di minimo che costano complessivamente
kh, che nel caso pessimo costerebbero kn (questo caso si verifica
quando l’albero è tutto sbilanciato a sinistra).
Osservate che rimuovere un elemento minimo in un ABR è
semplice, in quanto un minimo non ha mai figlio sinistro.
È possibile farlo tutto in un’unica visita di T? È sufficiente
trovare il minimo m, eliminarlo e continuare a cercare i minimi
ripartendo dal nodo che ha sostituito m in T oppure dal padre di 
m se m non ha figli. 



Eserciz. 2: k valori più piccoli in ABR
2. si scriva lo pseudocodice (3,5 punti)
Cominciamo con l’interpretazione semplice dell’esercizio: 
costruiamo una lista coi k elementi minimi. 
Possiamo costruire una lista contenente i nodi in cui appaiono in 
una visita in-order e restituire i primi k elementi. 
Per essere più “chirurgici”, come nell’esercizio precedente, 
occorre usare un parametro supplettivo o fare una visita
iterativa (Esercizio: come fare una visita in-order iterativa?). 
Per fare solo inserzioni in testa, visitiamo prima i nodi a destra.

fun inOrder(abr T, lista L):
if T = NULL then return L
L=inOrder(right[T], L)
L=add(T, L) /* aggiunta in testa */
L=inOrder(left[T], L)
return L

fun firstK(lista L, int k):
for j← 1 to k do L ← next[L]
next[L] ← NULL

fun elencaKMin(abr T, int k):
return firstK(inOrder(T, NULL), k)

fun inOrder(abr T, lista L): /* stile funzionale */
if T = NULL then return L
return inOrder(left[T], add(T, inOrder(right[T], L))) 



Eserc. 2: k valori più piccoli in ABR
2. si scriva lo pseudocodice (3,5 punti)
Cominciamo con la versione semplice (caso estrazione):

3. si calcoli il costo computazionale, dettagliando comunque il costo
delle funzioni studiate eventualmente usate (2,5 punti);
Chiaramente, ogni estrazione di minimo ha complessità lineare
nella profondità dell’albero, che nel caso pessimo è nell’ordine
del numero dei nodi. Quindi la complessità totale è 𝛳(kn).

fun estraiKMin(abr T, int k):
R← NULL /* lista risultato */  
for j← 1 to k do

T’ ← trovaMin(T)
add(T’, R)
T ← delete(T, T’)

return R

fun trovaMin(abr T):
while (left[T] ≠ NULL) do T ← left[T]
return T



Eserc. 2: k valori più piccoli in ABR
2. si scriva lo pseudocodice (continua). 
Vediamo una soluzione più complessa che fa un’unica visita: 
occorre rinunciare alla struttura modulare e rimuovere il
minimo, continuando dal nodo che sostituisce il nodo rimosso.

fun estraiKMin(abr T, int k):
R← NULL /* lista risultato */
T’ = T /* pointer per visitare l’albero */ 
for j←1 to k do

T’ ← trovaMin(T’)
aggiungi(T’, R)

/* qui si stacca e si riaggiusta l’albero distinguendo i casi */
if right[T’] ≠ NULL then /* T’ ha il figlio destro */

if parent[T’] ≠ NULL then /* T’ non è la radice */
left[parent[T’]] ← right[T’] /* sostituisco il minimo */

else T ← right[T’] /* modifico la radice */
T’ ← right[T’] /* il nuovo minimo sta nel 

sottoalbero destro del vecchio T’ */
else T’ ← parent[T’] 

left[T’] ← NULL /* stacco il minimo */
return R

T’
T’✕

✕

T’

T’
✕



Eserc. 2: k valori più piccoli in ABR

3. si calcoli il costo computazionale, dettagliando comunque il costo
delle funzioni studiate eventualmente usate (2,5 punti);
In questo secondo caso, ogni nodo viene visitato al più 2 volte: 
viene visitato 2 volte quando viene rimosso tutto il suo
sottoalbero sinistro e si torna a lui quando sarà eventualmente il
nuovo minimo da rimuovere.

Quindi, in questo caso, la complessità dell’algoritmo (posto che k
sia minore di n, numero dei nodi, che è ragionevole
precondizione di questa funzione) diventa 𝛳(n).

4. si mostri il funzionamento dell’algoritmo su un albero di almeno 10 
nodi e k almeno pari a 4 (1.5 punti).
Questo punto viene lasciato per Esercizio, ma è molto istruttivo. 



Esercizio 3: stampa delle foglie

Sia dato un albero binario qualunque T memorizzato tramite 
liste di adiacenza L (quindi come un piu	́ generale grafo) ed un 
suo nodo r che ne sia la radice. Si progetti un algoritmo che, 
presi in input L ed r, stampi le chiavi di tutte le foglie di T.

1. si dia la descrizione a parole (2 punti)
È sufficiente fare una visita (qualsiasi, visto che non è richiesto 
nessun ordine particolare nel risultato) e stampare la chiave ogni 
qual volta il nodo corrente è una foglia. 
Osserviamo che, se si va sempre prima sul figlio sinistro e poi sul 
destro le foglie appaiono sempre nello stesso ordine, in ogni 
visita in profondità, pre-, in- o post-order.
Viceversa la loro apparizione dipende dal livello se la visita 
viene fatta per livelli.



Esercizio 3: stampa delle foglie
2. si scriva lo pseudocodice (3,5 punti)
Scriviamo lo pseudocodice, nel modo più generale possibile, 
invocando delle funzioni che vanno sui sottoalberi sinistri e 
destri e una che verifica se un nodo è una foglia.
Questo rende già l’algoritmo per quanto possibile indipendente
dalla rappresentazione dell’albero: funziona anche per la 
rappresentazione a puntatori (qui left e right sono funzioni). 
fun stampaFoglie(albero binario T):

if T = NULL then return
if foglia(T) then stampa(T)
else stampaFoglie(left(T))

stampaFoglie(right(T))

fun foglia(albero binario T):
if adj(T) = NULL then return TRUE
else return FALSE

fun left(albero binario T):
if adj(T) then return key[adj(T)]

else return NULL

fun right(albero binario T):
if adj(T) ≠ NULL and next[adj(T)] ≠ NULL

then return key[next[adj(T)]]
else return NULL

Caso liste di adiacenza: 
assumiamo l’albero 

rappresentato come grafo 
diretto. Viceversa una foglia 

ha adiacente il padre



Esercizio 3: stampa foglie

3. si calcoli il costo computazionale, dettagliando comunque il costo
delle funzioni studiate eventualmente usate (2 punti);
Chiaramente, la funzione stampaFoglie fa una visita e ha quindi
complessità 𝛳(n), dove n è il numero dei nodi dell’albero.
Le funzioni foglia, left e right hanno evidentemente complessità
costante 𝛩(1).
[Osservazione: queste complessità possono essere ottenute nella
rappresentazione a vettore dei padri solo dopo pre-processing
(vedi esercizio precedente su esercizi su alberi)]

4. Si consideri ora lo stesso albero memorizzato tramite la notazione
posizionale. Qual è, nel caso peggiore, la dimensione della struttura
dati rispetto alla dimensione dell’input? (4 punti)
In notazione posizionale, un albero totalmente sbilanciato a 
sinistra o destra, necessita di un vettore con un numero di 
posizioni nell’ordine di 𝛳(2n).



Esercizio 3: stampa foglie
4. (continua) È possibile adattare l’algoritmo proposto a questa
struttura dati? Perchè? Si discuta brevemente come cambiano
eventualmente l’algoritmo ed il costo computazionale.
Vista la struttura dell’algoritmo presentato, solo le funzioni
foglia, left e right sono dipendenti dalla rappresentazione
dell’albero. Ragion per cui l’algoritmo si può adattare
semplicemente riscrivendo queste funzioni.
La complessità non cambia, in quanto tali funzioni hanno
comunque complessità costante (eccetto vettore dei padri).
Occorre ovviamente modificare l’interfaccia per tenere conto
delle diverse strutture dati.

fun right(int pos):
return 2*pos + 1

fun foglia(vettore T, int pos):
if T[left(pos)]=NULL and T[right(pos)]=NULL

then return TRUE
else return FALSE

fun left(int pos):
return 2*T



Esercizio 3: stampa foglie
Osservazione Importante: Lavorando sulle rappresentazioni
vettoriali (posizionale e liste di adiacenza) anche il seguente
semplicissimo algoritmo risolve il problema:

sia che T sia il vettore delle liste di adiacenza, sia che T sia la 
rappresentazione posizionale (cambia ovviamente
l’implementazione della funzione foglia).
Tuttavia, nel primo caso, la complessità rimane 𝛳(n) perché ho 
tante posizioni in T quanti sono i nodi, 
mentre nel secondo caso la complessità diventa dipendente da 
quanti “buchi” ci sono, cioè da quanto è bilanciato l’albero, 
arrivando a 𝛳(2n) nel caso pessimo (albero tutto sbilanciato) 

fun stampaFoglie(vettore T, int n):
for i ← 1 to n do 

if foglia(i) then stampa(T[i])
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Pagina 18Soluzioni esercizi su alberi Red-Black

Esercizio 1 (1)
Costruire un ABR, a partire dall’albero vuoto, inserendo
successivamente le chiavi 41, 38, 31, 12, 19 ed 8 in quest’ordine.

41

38

31

12

198

t = NULL tInserimento 41
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Esercizio 2 (1)
Costruire un RB albero, a partire dall’albero vuoto, inserendo
successivamente le chiavi 41, 38, 31, 12, 19 ed 8 in quest’ordine.

41

--

t = NULL t

41

38

--

--

----

Caso iniziale ad hoc, assimilabile al Caso 
1 (ma senza nonno e senza zio), quindi 

si cambia solo il colore della radice

41

38 --

----

Inserimento 41
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Esercizio 2 (2)
41

38 --

----

41

38 --

--

--

31

--

41

38

------

31

--

Caso 3

Caso 3: Il nodo che crea la violazione
(31) è figlio sinistro di un nodo rosso e lo
zio è nero.
Si effettua una rotazione destra e si
cambiano alcuni colori. Ciò garantisce
sempre la soluzione della violazione.
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Esercizio 2 (3)

41

38

------

31

--

41

38

----

--

31

--12

--

41

38

----

--

31

--12

--

Caso 1

Caso 1: Il nodo che crea la violazione
(12) è figlio di un nodo rosso e lo zio è
rosso.
Si cambiano i colori di alcuni nodi. In
questo caso la violazione è eliminata
(in altri casi potrebbe salire al nonno,
38).
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Esercizio 2 (4)

41

38

----

--

31

--12

41

38

----

--

31

--12

--

Caso 2

19

----

41

38

----

--

31

--19

12

----

Caso 2: Il nodo che crea la violazione (19) è figlio
destro di un nodo rosso e lo zio è nero.
Si effettua una rotazione a sinistra imperniata
sul padre di 19, e questo conduce sempre al
Caso 3.
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Esercizio 2 (5)

41

38

----

--

31

--19

12

---- 41

38

----

--

31

--

19

12

----

Caso 3: Il nodo che crea la violazione (12) è
figlio sinistro di un nodo rosso e lo zio è nero.
Si effettua una rotazione destra e si cambiano
alcuni colori. Ciò garantisce sempre la
soluzione della violazione.
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Esercizio 2 (6)

Caso 1

Caso 1: Il nodo che crea la violazione (8) è figlio di
un nodo rosso e lo zio è rosso.
Si cambiano i colori di alcuni nodi.
In questo caso la violazione sale al nonno (19).

41

38

----

--

31

--

19

12

----

41

38

----

--

31

--

19

12

--

--8

--

41

38

----

--

31

--

19

12

--

--8

--
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Esercizio 2 (7)
Il nodo che crea la violazione (19) è figlio di un nodo rosso
(38) che è la radice. Quindi non ci sono né zio né nonno.
E’ assimilabile al caso 1, si risolve cambiando il colore della
radice, che diventa nera.
Si noti che cresce la b-altezza dell’albero: l’unica situazione
in cui ciò accade è quando la radice da rossa diventa nera.

41

38

----

--

31

--

19

12

--

--8

--

41

38

----

--

31

--

19

12

--

--8

--
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Esercizio 3 (1)
Scrivere lo pseudocodice di una funzione che ordina un vettore A:
• inserendo i suoi elementi in un ABR;
• ricopiando su A gli elementi incontrati eseguendo la visita inorder

sull’ABR.

Valutarne il costo computazionale. Se l’ABR è un R&B, cambia
qualcosa? se si, cosa?

Nella soluzione proposta gli indici del vettore vanno da 1 in su.
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Esercizio 3 (2)
Funzione Ordina (A: vettore)

t ¬ NULL; i ¬ 1
for (j=1 to n) do

q ¬ new(A[j]) //key=A[j],left=right=parent=NULL
t ¬ ABR_insert(t,q,NULL)

Copia_inorder_su_vet(t,A,i)
return

Funzione Copia_inorder_su_vet(t:punt.;A:vettore;i:intero)
if (t=NULL) return
if (left[t]≠NULL)

Copia_inorder_su_vet(left[t],A,i)
A[i] ¬ key[t]
i ¬ i+1
if (right[t]≠NULL)

Copia_inorder_su_vet(right[t],A,i)
return
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Esercizio 3 (3)
Vediamo su un esempio come varia il parametro i (passato per
riferimento) durante la visita.
Remind: i viene incrementato quando si lavora sul nodo, quindi dopo la
risalita da sinistra e prima della discesa a destra.

1

1

1

2 3

4

4 5

6

7

7

I numeri accanto alle frecce 
rappresentano i  valori di i
al momento delle chiamate 
o al ritorno dalle chiamate.

Siccome la visita è inorder, 
si scrive nel vettore alla 
posizione di indice pari al 
valore che risale dalla 
chiamata a sx.

Dopo aver scritto nel vettore 
si incrementa i, prima di 
scendere a dx.
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Esercizio 3 (4)
Il costo computazionale della funzione Ordina() è dato da:
1. il costo delle n iterazioni che inseriscono gli elementi nell’ABR;
2. più il costo della funzione Copia_alb_su_vet().

Per il costo del punto 1:
• poiché ogni inserzione costa O(h), se l’albero risultante dalle

ripetute inserzioni risulta degenere (ogni nodo ha un solo figlio)
la sua altezza è n-1 e quindi il costo totale è Θ(n2);

• se invece l’albero risulta completo la sua altezza è log n e
quindi il costo totale è Θ(n log n);

Per il costo del punto 2:
• la funzione Copia_alb_su_vet() è una visita nella quale il

lavoro su ogni nodo è Θ(1), quindi il suo costo totale è Θ(n).
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Esercizio 3 (5)
Se l’ABR è un R&B, cambia qualcosa? se si, cosa?

Cambia il costo computazionale delle n iterazioni che inseriscono
gli elementi nell’R&B, il quale garantisce un’altezza logaritmica.

Quindi il costo del punto 1 scende, nel caso peggiore, da Θ(n2) a
Θ(n log n).

Il costo del punto 2 non cambia.


