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Topological Sort
& SCC



Capire le SCC (10.1)



➧Esercizio 10.1(1) Come cambia il numero delle componenti fortemente 
connesse di un grafo orientato G se viene aggiunto un nuovo arco u→v?

Esercizio 10.1(1): Capire le SCC

Soluzione: Distinguiamo due casi. 
1) u e v appartengono alla stessa componente connessa: in questo 
caso esistono già due cammini, u⤳v da u a v e v⤳u da v a u. 
L’aggiunta del nuovo arco non modifica quindi le componenti 
connesse di G.
2) u e v non appartengono alla stessa componente connessa: qui 
distinguiamo due sotto-casi:

2a) esiste un cammino da v⤳u da v a u: questo implica che c’è un
cammino da C(v) a C(u) nel grafo condensato GSCC e quindi
creiamo un ciclo che fa collassare tutte le componenti connesse
nel cammino da C(v) a C(u) in GSCC.

2b) non esiste un cammino da v⤳u: quindi non si generano
nuovi cicli e il numero rimane uguale. 

In generale |G’SCC|≤ |GSCC|. 



➧Esercizio 2: Dato un grafo diretto G, fornire un algoritmo per determinare 
un grafo G’ che ha gli stessi nodi e le stesse componenti connesse di G, ma 
un numero minimo archi.   

Esercizio 10.1(2)

Il modo più economico (in termini di archi) per avere n nodi in una 
componente fortemente connessa è avere un unico ciclo semplice 
con n archi.
Osserviamo che questo non è necessariamente un sottografo
(nell’esempio a sinistra, nessun sottografo G’=({v1, v2, v3}, E’) è una 
componente fortemente connessa).
In un DAG, il grafo minimo che mantiene la stessa connessione è la 
riduzione transitiva (se u → v, v → z allora posso omettere 
l’eventuale arco u → z). 
➧Esercizio (difficile): calcolare la riduzione transitiva.
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➧Esercizio 1: Dato un grafo diretto G, fornire un algoritmo per determinare 
se G sia semi-connesso o meno [SUGG: conviene prima ragionare sui DAG]

Esercizio 10.2: Grafi semi-connessi

Prendiamo due nodi consecutivi nell’ordine topologico in un DAG 
G semi-connesso, vi e vi+1: c’è un arco vi → vi+1?
Se non ci fosse, non è possibile né vi ⤳ vi+1 (dovrei passare o per nodi 
vj con j < i o per nodi vk con k > i+1), né vi+1⤳ vi perché avrei un 
cammino che “risale” sull’ordine topologico.
Quindi, un DAG semi-connesso, contiene necessariamente il 
cammino v0→ v1→ … → vi → vi+1 → … vn - 1 → vn.
Osservando che la connessione è totale dentro le componenti 
fortemente connesse, preso un grafo diretto qualsiasi G: 

1. prima si calcolano le SCC (costo 𝛳(n + m)), 
2. poi il DAG condensato GSCC (costo 𝛳(n + m))
3. si calcola il topological sort su GSCC (costo 𝛳(n + m)), e 
4. si verifica che ci sia un arco tra ogni nodo e il suo successore in 
GSCC (costo 𝛳(n + m)).
Le complessità sono date con liste di adiacenza.



Insieme principale
(10.3 – IV esonero 23)



IV esonero 2022-23, problema 2



Quesiti 1-3 
1. La presenza di un qualsiasi arco u → v, con u ≠ v, fa sì che v non 
sia mai in un insieme principale insieme a u. Di conseguenza, V è un 
insieme principale (è sempre completo) se e solo se l’insieme degli 
archi del grafo è vuoto.
2. Al più un nodo di una SCC può appartenere a un insieme 
principale. Nel grafo in figura, in un insieme principale ci deve 
essere un nodo del ciclo {2, 3} ed uno del ciclo {4, 5} devono sempre 
appartenere a un insieme principale. Quindi tutti gli insiemi 
principali di nodi sono {2, 4}, {2, 5}, {3, 4} e {3, 5}.
3. In un DAG, l’unico insieme di nodi principale è l’insieme delle 
radici, cioè dei nodi senza archi entranti. Tali nodi devono esserci 
(non possono essere altrimenti raggiunti) in ogni insieme completo, 
e tutti gli altri sono raggiungibili da almeno uno di essi.
L’algoritmo per trovare tali nodi, consiste semplicemente nel 
calcolare i gradi entranti di ciascun nodo (𝛳(n+m)) e poi selezionare 
quelli con gradi entranti 0 (𝛳(n)). Totale: 𝛳(n+m).
Osservo che non è necessario calcolare il Topological Sort, né utile 
(una radice isolata potrebbe essere l’ultimo nodo nell’ordine 
topologico)



Quesiti 4-5

4. Avendo capito le soluzioni a 2 e 3, l’algoritmo per un grafo 
generico diretto dovrebbe essere chiaro:

1. Calcolo il grafo condensato GSCC delle componenti 
fortemente connesse, che è un DAG

2. Calcolo i nodi R di GSCC con 0 archi entranti
3. scelgo arbitrariamente un nodo di G da ciascuna delle 

componenti connesse in R.
Ciascuna di queste operazioni è dominata dalla complessità 𝛳(n+m) 
del calcolo delle componenti fortemente connesse.

5. L’algoritmo precedente implica anche che fissato un grafo G, gli 
insiemi principali avranno sempre cardinalità uguale al numero di 
componenti connesse con grado entrante 0 in GSCC.
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That’s all Folks!


