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Componenti Fortemente Connesse

Cosa distingue i DAG da un grafo diretto qualsiasi? Una 
generalizzazione dei cicli, dette componenti fortemente connesse 
(o SCC per Strongly Connected Components), che sono 
l’equivalente delle componenti connesse nei grafi non orientati.

Def.: Diciamo che u e v, notazione u ≈SCC v, sono fortemente 
connessi se e solo se u⤳ v e v⤳ u.

Lemma: La relazione ≈SCC è una relazione di equivalenza su V.
Dim: è chiaramente riflessiva per cammini lunghi 0. 
È banalmente simmetrica per definizione.
È transitiva perché da u ≈SCC v e v ≈SCC z deriva immediatamente che 
ci sono i cammini u⤳ v e v⤳ z che si possono comporre in un 
cammino u⤳ z, ma anche i cammini z⤳ v e v⤳ u che ugualmente si 
possono comporre in un cammino z⤳ u e quindi u ≈SCC z. ☐



SCC: Esempio e grafo condensato
Ecco un esempio di componenti fortemente connesse.
Essendo le componenti connesse una relazione di equivalenza, 
posso quozientare il grafo G = (V, E), mettendo un nodo per ogni 
componente connessa e un arco tra due componenti connesse C e C’
se esiste u ∊ C e v ∊ C’ e u → v ∊ E.
Il grafo condensato, GSCC è un DAG [dimostrare➧Esercizio, facile].
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DFS & SCC
La DFS è il cuore di ogni algoritmo che determina le SCC di un 
grafo diretto. Vediamo delle considerazioni preparatorie, basate sul 
tempo di uscita out[v] di un nodo in una DFS.
Assumiamo out[u] > out[v] e vediamo quando accade:
• Caso 1. v è un discendente di u (nell’albero di visita)
• Caso 2. u e v non sono discendenti l’uno dall’altro.
• Potrebbero invero avere un antenato comune s, scoperto in 
precedenza, che “taglia” eventuali visite di u verso v o viceversa.
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Riassumendo…

In una DFS si visitano tutti i discendenti non già scoperti.
I nodi scoperti prima, però, hanno tempo di uscita maggiore dei 
loro discendenti.
Quindi, il primo nodo scoperto di una componente fortemente 
connessa, avrà tempo di uscita maggiore di tutti gli altri.

Definiamo ora out(C) = maxu ∊ C out(u) e in(C) = minu ∊ C in(u). 
Abbiamo il seguente:
Lemma: date due componenti connesse C e C’, se esiste un arco 
tra u ∊ C e v ∊ C’ allora out(C) > out(C’).
Dim.: (sketch) occorre sempre distinguere due casi: 
• viene scoperto prima un nodo di C (e in tal caso tutti i nodi di C’ 
saranno suoi discendenti nell’albero di visita) 
• viene scoperto prima un nodo di C’. In tal caso, non ci sono archi 
verso C (altrimenti C e C’ non sarebbero distinte) e quindi 
out(C) > in(C) > out(C’). ☐



SCC e Grafo Trasposto

Abbiamo visto in una lezione precedente che per verificare se un 
grafo è un’unica componente connessa si facevano due visite una 
su G e una sul grafo trasposto GT.  
È facile vedere che le SCC di G sono esattamente le stesse di GT. Se 
la prima visita determina i discendenti, la seconda verifica se ogni 
discendente può raggiungere i suoi predecessori nell’albero di visita.

Tuttavia, usando il lemma precedente ho:
Corollario: date due componenti connesse C e C’, se esiste un arco 
in GT tra u ∊ C e v ∊ C’ allora out(C) < out(C’).
Se radico una DFS in GT nel nodo con out[u] massimo in una DFS di 
G, visito solo nodi della stessa componente connessa di u (non 
riesco a risalire in GSCC ). 
Quindi radicando le visite in ordine inverso rispetto a out[u] 
ottenuto da una DFS, procedendo a “ritroso” sul grafo trasposto, 
ottengo un albero di visita per ogni componente connessa (osservate 
che qui potete usare anche una BFS!).



Algoritmo per calcolare SCC

Riassumiamo in pseudocodice l’algoritmo delineato finora.

Alcuni problemi su grafi diretti si risolvono condensando il grafo 
nel DAG GSCC. Oppure riflettendo alla soluzione in un DAG e poi 
estendendo la soluzione al caso generale ragionando sulle SCC.
Il più famoso (ed efficiente) algoritmo per trovare le SCC è dovuto a 
Robert Tarjan (una vera perla!) e fa un’unica DFS! (memorizzando 
opportune informazioni) ma può risultare un po’ oscuro e 
ovviamente, ha la stessa complessità asintotica di questo: 𝛳(n + m)

def calcolaSCC(G):
L = dfsSCC(G) 
# L lista di nodi ordinati inversi per out[v]
GT = trasposto(G)
p = dfsSCCT(GT, L) # p è l’albero (foresta) di visita
scc = calcolaGrafoCondensato(p)



SCC: Esempio e grafo condensato
Ecco un esempio di funzionamento dell’algoritmo [Cormen].

Tempi di ingresso e uscita di 
una dfs che comincia da c e 
poi ricomincia da b esauriti i 
nodi raggiungibili da c.
Sono evidenziate le SCC.

Grafo trasposto. Osservate 
che non si riesce a “risalire” 
verso SCC scoperte dopo nella 
prima dfs: o perché non c’è 
l’arco o perché già visitate.

Grafo condensato (o quozientato).
Ogni SCC si ricostruisce con i nodi 
raggiungibili da b, c, g, h in GT.



Ma sul grafo originario?

Potrebbe sorgere il legittimo dubbio che sia equivalente fare la 
seconda visita su G in ordine crescente di tempi d’uscita.
La risposta è NO (il Lemma non è “simmetrico”).
Ecco un semplice controesempio.
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Una prima visita radicata in u, che 
sceglie prima v di z ha i tempi di 
ingresso/uscita indicati.
Quindi v ha il minimo tempo di uscita, 
ma da v posso raggiungere tutti gli altri 
nodi e non solo la sua componente 
fortemente connessa.
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That’s all Folks!
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