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Ancora su BFS.
Cammini Minimi



diametro di un grafo 
(e di un albero)
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Esercizio 1: Del grafo in esame, 
calcolate (1) le distanze in numero di 
archi dal nodo 1 e (2) i cammini di 
peso minimo dal nodo 1. (3) 
Descrivere un algoritmo per 
calcolare il diametro di un grafo (cioè 
la più grande distanza tra due nodi) 
e calcolare il diametro del grafo.
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3 e 6 sono i nodi più distanti



Diametro di un grafo
Posto che non ci sono stati particolari problemi a disegnare gli alberi 
di BFS e a trovare la coppia 3 e 6 di nodi più distanti…
L’idea migliore era fare n BFS ciascuna radicata in un diverso nodo 
del grafo, calcolando le distanze da tutti gli altri nodi.
L’idea migliore però è modificare leggermente allDist vista a 
lezione, facendo tornare solo la distanza massima (che corrisponde 
alla distanza dell’ultimo nodo visitato). Scriviamo maxDist.

def maxDist(G, s):
Q, d = newQueue(), init(numNodi(G), -1)
d[s], maxd = 0, 0
enqueue(Q, s)
while not isEmpty(Q):

u = dequeue(Q)
forall v ∊ G.adj(u): 

if d[v] < 0: enqueue(Q, v)
d[v] = d[u] + 1
maxd = d[v]

return maxd

def diametro(G):
d = 0
forall v ∊ V: 

md = maxDist(G, v)
if md > d: d = md

return d

𝛳(n+m) 

𝛳(n(n+m)) 



Tentativi anche interessanti

Alcuni hanno pensato di calcolare le distanze tra tutte le coppie di 
nodi e poi fare il max sulla matrice.
Tuttavia questa procedura costa 𝛳(n3) con Floyd-Warshall solo 
accennato a lezione [ma potevo essere così cattivo? 😇] oppure 
qualcosa tipo 𝛳(n3log n) con prodotto di matrici e poi 𝛳(n2) per 
calcolare il massimo.

Interessante tentativo chi ha creduto fossero sufficienti 2 sole BFS, 
credendo che un nodo che realizza la massima distanza debba essere 
tra quelli dell’ultimo livello di una qualsiasi BFS. Questo è vero per 
gli alberi (vedi seguito), ma non per i grafi. 
Ecco un controesempio. 

u v

s

z’z

u e v sono i nodi più distanti (4), ma 
non sono foglie dell’albero di visita 
radicato in s (che sono z e z’).



Tentativi più discutibili

Ovviamente c’è sempre l’algoritmo ignorante, cioè quello che 
applica la definizione di diametro e quindi calcola dist(u, v) per tutte 
le coppie di nodi u, v ∊ V. Il costo è 𝒪(n2(n+m)).

Un’idea non ortodossa è applicare Dijkstra usando come pesi degli 
archi tutti 1: aldilà del costo è chiaro che sto usando una procedura 
più complicata che risolve un problema più generale. 
Per grafi densi è 𝛳(n3), perché comunque va ripetuto n volte, non 
molto diverso da 𝛳(n2 + nm) che si ottiene con la BFS.
Per grafi sparsi è 𝛳(n2 log n), leggermente superiore a 𝛳(n2) che si 
ottiene con la BFS.



Diametro di un albero

Esercizio 22.2-8 [Cormen]
Ricordiamo che il diametro D(G) di un grafo è maxu, v ∊ V d(u,v). Scrivere 
un algoritmo 𝒪(n) per determinare D(G) nel caso in cui G sia un albero.

u

r

a b

c
Attenzione! Osservate che, fatta una 
BFS e orientati gli archi nell’ordine 
definito dall’albero di visita radicato 
in un certo nodo r, non è in generale 
detto che il cammino più lungo tra 
due nodi nell’albero passi 
necessariamente per la radice 
dell’albero di visita.

dist(a,b) = 6

dist(a, u) = 5



Soluzione elegante, con teorema

Soluzione 1: (Elegante) Dimostro il seguente Lemma:

Lemma. Sia G=(V, E) un albero e siano a, b ∊ V tali che d(a, b) = D(G). 
Allora a (o b, o entrambi) è un nodo a massima distanza in una BFS 
radicata in un nodo arbitrario r. 
Dimostrazione: Supponiamo per assurdo che esista un nodo u tale 
che d(r, u) > d(r, a), d(r, b). Prendiamo il nodo c sul cammino tra a e b
che minimizza la distanza da r. Siccome sono in un albero, i cammini 
sono unici, e quindi si ha:

d(r, a) = d(r, c)+ d(c, a) e      d(r, b) = d(r, c) + d(c, b) 
Consideriamo ora il cammino tra r e u. Se passasse per c, avrei che 
d(u, b) = d(u, c) + d(c, b) > d(a, b), perché u è più distante di a da r. 
Assurdo. Se non passa per c, ci sarebbe il ciclo, u⤳c⤳b⤳r⤳u. ☐
Quindi, facciamo una BFS radicata in un nodo arbitrario r : 
prendiamo il nodo a più distante da r e facciamo una seconda BFS 
radicata in a: il nodo più distante b da a è tale che d(a, b) = D(G).
Essendo G un albero, la complessità è 𝛳(n), perché gli archi sono n-1.  



Soluzione con dfs e valori di ritorno
Soluzione 2: Chiamiamo Tr l’albero di visita di una DFS radicata nel 
nodo r e h(T) l’altezza di un albero T. h(Tr) = maxx ∊ V d(r, x). Ho:

D(G) = max (maxx ∊ G.adj(u) D(Tx), maxx, y ∊ G.adj(u) h(Tx) + h(Ty) + 2)  (*)

Posso scrivere una procedura ricorsiva che simultaneamente calcola 
profondità e diametri di tutti i sottoalberi, usando la relazione (*), 
facendo un’unica scansione dell’albero. Vediamola:

def diamTree(T, r):
maxH1, maxH2, maxD = -1, -1, 0
forall v ∊ G.adj(r): 
# non serve marked in un albero

h, d = diamTree(v)
if d > maxD: maxD = d
if h > maxH1:

maxH1, maxH2 = h, maxH1
else if h > maxH2:

maxH2 = h
return maxH1+1, max(maxD, maxH1+maxH2+2)

𝛳(n) 



cammini superminimi 
(variazioni su Dijkstra)



In un grafo pesato G, un cammino tra due nodi u e v è detto superminimo se 
tra tutti i cammini di peso minimo tra u e v aventi ugual peso, ha anche 
lunghezza minima (in numero di archi).
Assumendo tutti i pesi degli archi interi positivi, trovare il modo di usare
l’algoritmo di Dijkstra in modo che calcoli un albero di cammini
superminimi da un nodo sorgente s a tutti gli altri nodi. 

Cammino superminimo (20/6/22)

Nel grafo in figura sono stati evidenziati tutti i cammini 
superminimi. Ad esempio, viene preferito il cammino 1→5 →6 di 
peso 5 al cammino 1→3 →2 →4 →6 sempre di peso 5, in quanto più 
corto. 
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Soluzione laboriosa

Soluzione 1: È possibile modificare la funzione relax, in modo che in 
caso di parità di peso, vada a vedere la lunghezza dei cammini.
Si tengono due vettori, uno con il valore del cammino minimo (in 
peso) calcolato fino a quel momento, diciamo d,  per un nodo, e uno 
con la lunghezza del cammino minimo trovato fino a quel 
momento, diciamo l.

def relax(u, v, d, l ,p):
if d[v] > d[u] + w[u][v]:

d[v] = d[u] + w[u][v]
p[v] = u
l[v] = l[u] + 1
return True

if d[v] == d[u] + w[u][v]:
and l[v] > l[u] + 1
l[v] = l[u] + 1
p[v] = u
return True

return False

Tuttavi è possibile usare il 
normale algoritmo di Dijkstra, 
su un grafo modificato G’. 
Ma prima vediamo due 
esercizi preparatori.



➧ Perché l’algoritmo di Dijkstra fallisce con archi di peso negativo?

Dijkstra & pesi negativi

Sostanzialmente perché via via seleziona i nodi più vicini alla radice 
(un po’ come una BFS, ma generalizzando la nozione di vicinanza 
con i pesi sugli archi).

Tuttavia, un nodo che “sembrava” stabilizzato alla sua distanza 
minima potrebbe essere raggiunto da un cammino di costo minore a 
causa di archi con pesi negativi. E quindi ecco un esempio 
minimale:

uv

s
2 3

-2

Al nodo v viene assegnata distanza 2, in quanto nodo più vicino a s, 
e viene ritenuto dall’algoritmo di Dijkstra “stabilizzato” al suo costo 
minimo. Infatti, con pesi positivi, nessun cammino che passa per u
potrà essere migliore.   



➧Esercizio 2: Supponete di avere un un grafo G con pesi sugli archi w, 
anche negativi. Calcolate W = mine ∊ E w(e) e sostituite tutti i pesi w(e) con 
w’(e) = w(e) + |W|. 
L’algoritmo di Dijkstra usando w’ come pesi, restituisce risultati corretti 
rispetto al problema originario? Fornire un controesempio. Quali cammini 
vengono “privilegiati”?

Esercizio preparatorio [9.3]

La risposta è NO.
Intuitivamente, il problema è che un cammino lungo n “peggiora” il 
suo peso di n|W| e quindi vengono favoriti i cammini più corti.
Un immediato controesempio si vede con 3 nodi, che è anche lo 
stesso controesempio al fatto che Dijkstra possa funzionare con 
archi di peso negativo.
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Cammino superminimo: soluzione

Abbiamo visto che le costanti additive favoriscono i cammini più 
corti, come necessario per calcolare il cammino superminimo.
Possiamo quindi perturbare i pesi con una costante additiva in 
modo da favorire i cammini superminimi, ma non tanto che un 
cammino di peso minore possa diventare più pesante di uno di peso 
maggiore.

Avendo gli archi pesi interi, due cammini di peso diverso hanno 
come minima differenza 1. D’altra parte, avendo n nodi, i cammini 
semplici hanno al più n-1 archi. Quindi, definendo una nuova 
funzione di costo w’(e) = w(e) + 1/n, abbiamo che ogni cammino c
avrà un costo w’(c) = w(c) + l(c)/n < w(c)+1, dove l(c) è la lunghezza 
di c. Ergo, il peso dei cammini cambia meno di 1.
Conoscendo la precisione del peso degli archi, possiamo applicare 
questo trucco anche se i pesi non sono interi: se 𝜆 è la minima 
differenza tra due cammini allora la costante da aggiungere è 𝜆 /n.
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That’s all Folks!


