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Due Esercizi/ Teoremi |8.1]

Proposizione: In un grafo con almeno 2 nodi, ci sono sempre due
nodi con lo stesso grado.

Dim: Assumiamo il grafo connesso. Se non lo fosse, prendiamo una
componente connessa qualsiasi con almeno due nodi (se non c’e, ci
sono almeno due nodi con grado 0).

I gradi sono nell’intervallo [1, n - 1]. I nodi sono #n. Per il principio
dei buchi di piccionaia, due nodi devono avere lo stesso grado. [

Dato G = (V, E) il grafo complementare G- = (V, E¢) e il grafo con
gli stessi nodi e I'insieme di archi E€={ (4, v) | (u, v) ¢ E }

Proposizione: Almeno uno tra G e G¢ ¢ connesso.

Dim: Consideriamo il caso in cui G non sia connesso (altrimenti non
c’e nulla da dimostrare perché G e connesso).

Siano u, v due nodi qualsiasi di G. Se u e v appartengono a due
diverse componenti connesse di G, allora c¢’é 'arco (u, v) in G©.

Se sono nella stessa componente connessa diciamo G;, prendiamo
un nodo qualsiasi z in un’altra componente connessa G,. Gli archi
(4, z) e (z, v) sono allora in G¢e quindi ¢’ il cammino u z v in G¢. [



Capire la BFS & DFS [8.2(1)]

Come deve essere fatto un grafo non orientato connesso G affinché
la BFS e la DFS (radicate nello stesso nodo) producano lo stesso
albero di visita?

Soluzione:

In una visita DFS ho solo archi dell’albero e archi all’indietro.
In una visita BFS ho solo archi dell’albero e archi trasversali.

Quindi DFS(G)=BFS(G) solo se contengono solo archi dell’albero di
visita e quindi G é esso stesso un albero.

D’altro canto e ovvio che se G fosse un albero, allora:
DFS(G) = BFS(G) = G.

Possiamo quindi dire che DFS(G)=BFS(G) se e solo se G € un
albero.



Capire la BFS [8.2(2)]

Fare un esempio di un grafo G = (V, E), una sorgente s € V e di un
albero ricoprente A di G tale che per ogni vertice in v € V 1'unico
cammino semplice da s a v sia minimo in A, ma A non sia il risultato
di nessuna BFS.

possibili BFS radicate in s: una volta
scoperto il nodo u (o v) si va su tutti
i suoi figli.



Trasformare un albero

Problema 1: Dato un albero rappresentato come vettore dei padri,
trovare una rappresentazione a liste di adiacenza o matrice di

adiacenza.

E sufficiente scorrere il vettore dei padri. Se p[i] = j, semplicemente
si aggiunge i a adj[j] per le liste di adiacenza. Si mette un 1 su in
corrispondenza della casella alj][i] nella matrice di adiacenza.

Morale: se vi sta antipatico il

vettore dei padri, potete sempre, def fromVPtoMA(p):
in tempo lineare “rovesciarlo” in n = len(p)
una rappresentazione a grafo. a = allocaM(n, n)
for i=1 to n:
def fromVPtoLA(p): if p[i] # 1i:

n = len(p) alp[i]][i] =1

adj = allocaV(n) return a

for i=1 to n:

if p[i] # 1i:
adj[i] = cons(p[i], adj[i])
return adj




Matrici & Liste di Adiacenza |8.4]

Problema 1: Dato un grafo rappresentato come matrice di
adiacenza, dare la rappresentazione a liste di adiacenza e viceversa.

I codice e sostanzialmente uguale a quello di prima. Basta:
1. allocare la struttura dati risultato; 2. scorrere la struttura dati di
input; 3. scrivere opportunamente sulla struttura dati d’arrivo.

Pit1 interessante la complessita: scorrere le
liste di adiacenza e 6(n+m) perché /g@
complessivamente ci sono tanti nodi quanti def gFromLAtoMA(G): —~__
sono gli archi, ma devo leggere almeno n n, adj = nv(G), la(G)
elementi su adj (analisi aggregata) a = allocaM(n, n)
for i=1 to n:
def gFromMAtoLA(G): 1l = adj[i]
n, a = nv(G), ma(G) while 1 # NULL:
adj = allocaV(n) al[i][key[l]] =1
for i=1 to n: 1 = next[1]
for j=1 to n: return a
if a[i][j]==1:
adj[i] = cons(j, adj[i])
return adj o (n2)




8.5 Nodi a distanza massima (esame 1/9/22)

Dato un grafo non orientato e connesso G = (V, E) e un nodo s € V, considerare il
problema di determinare i nodi a distanza massima da s in V', dove la distanza di
un nodo u da s € il numero di archi di un cammino minimo da s a u.

Scrivere lo pseudo-codice di una funzione u, dmax, k = distMax(G, s) che
carica in u un qualsiasi nodo a distanza massima, in dmax il valore della distanza
massima, e in k il numero di nodi a distanza massima.

FACOLTATIVO: invece di un nodo u, tornare la lista di tutti i nodi a distanza
massima.

distanza massima
da un nodo [8.5]




Distanza massima da un nodo

E sufficiente modificare una normale BFS che calcola le distanze da
un nodo a tutti gli altri: la distanza massima, in particolare € anche
["ultima distanza calcolata.

Possiamo tuttavia semplicemente calcolare tutto quello che ci serve
dal vettore d delle distanze prodotto da una normale BFS.

Essendo allbist di complessita O(n+m) e i due cicli successivi di
complessita O(n), ottengo una complessita totale di O(n+m).

def distMax(G, s):
d = allDist(G, s)
dMax = ©
L, nMax = NULL, ©
for i = 1 to |G.V]:
if d[i] > dmax:
dMax = d[i]
for i = 1 to |G.V|:
if d[i] == dmax:
L, nMax = cons(i, L), nMax +1
return dMax, L




distanze: archi neri

& archi rossi [8.6]
[IV esonero16/1/23]




IV esonero 2022, problema 1

Problema 1: In un grafo non orientato G = (V,Er U Ey), gli archi sono sono
partizionati in archi rossi (Eg) e archi neri (Ey). Sapendo che percorrere un arco rosso
costa ( e percorrere un arco nero costa 1, fissato un nodo s, si vuole determinare la
distanza (= numero di archi neri che € necessario percorrere) da s di tutti gli altri nodi.

Dovete: 1. Calcolare le distanze dal nodo 1 nel grafo in figura (sotto, sinistra), dove gli
archi rossi sono tratteggiati; 2. dare un algoritmo per determinare le distanze da un certo
nodo s (assumete di avere due liste di adiacenza per ciascun nodo v, adjR[v] e adjN[v]).

distanza 0

Grafo Problema 1



Problema 1: idee per le soluzioni

Questo esercizio richiedeva un po” di attenzione e/ o fantasia.
Vedo 3 possibili soluzioni (punto 2):

1. Si trasforma G in un grafo pesato (1 sugli archi neri e 0 sui rossi) e
si applica banalmente Dijkstra. O peggio, Bellman-Ford [soluzioni
ignoranti, che richiedono la soluzione di problemi pit generali].

2. Si modifica opportunamente la BFS allo scopo di tenere conto
correttamente di archi neri e archi rossi [soluzione tecnicamente un
po’ impegnativa]
3. Dato G, si costruisce il grafo G i cui nodi sono le componenti
connesse rispetto agli archi rossi e c’e un arco tra due componenti
connesse C e C’ se c’é un arco nero tra un qualsiasi nodo di C e un

. . . J . . . , L] o
qualsiasi nodo di C’ [soluzione che richiedeva un po” di fantasia].

Infine si fa una normale BFS su G".

1 e 3 non richiedevano di scrivere codice dettagliato (anche se
volendo in 3 sarebbe interessante vedere come costruire G’ in tempo
lineare B(n+m)). Vediamo in dettaglio 2.



Soluzione 2: modifica BFS

Cosa farebbe 'algoritmo di Dijkstra su un tale problema?

Selezionando via via i nodi piu vicini alla sorgente s tra quelli gia
scoperti, selezionerebbe prima tutti quelli distanti 0 da s (cioe
quelli collegati a s con soli archi rossi), poi tutti quelli distanti 1
(cioe quelli raggiungibili con un arco nero e un numero arbitrario di
archi rossi) e cosi via...

E possibile ottenere questo comportamento semplicemente
modificando la BFS?

Si, basta fare una visita di tutti nodi raggiungibili con soli archi
rossi da s e poi ogni volta che si scopre un nodo con un arco nero. E
i nuovi nodi scoperti durante queste visite del sottografo rosso
ereditano la distanza del loro predecessore.

Osserviamo infine che é indifferente 1’ordine delle visite rosse che
si possono fare quindi sia con una logica bfs che dfs: infatti hanno lo
scopo di visitare la componente connessa rossa di un nodo.



Pseudocodice

Ecco lo pseudocodice (ho scelto una logica dfs ricorsiva per la visita
rossa). Osservate che nella lista Q i nodi entrano (e quindi escono) in
ordine di distanza da s esattamente come nell’algoritmo di Dijkstra.

def visitaRossa(G, u, d, Q):
forall v € adjR[u]:
if d[v] < o:
d[v] = d[u]
enqueue(Q, v)
visitaRossa(G, v, d, Q)

def distRossoNera(G, s):
Q = newQueue()
d = initv(|G.V]|,-1)
d[s] = ©
enqueue(Q, s)
visitaRossa(G, s, d, Q)
while Q # <:
u = dequeue(Q)
forall v € adjN[u]:
if d[v] < eo:
dlv] = d[u] + 1
enqueue(Q, V)
visitaRossa(G, v, d, Q)




"
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distanza tra due
insiemi di nodi |8.7]




Distanza tra insiemi di nodi

Problema: Dato un grafo G=(V, E), e due insiemi dinodi U, Z < V,
dare un algoritmo per calcolare la distanza tra U e Z, definita come:

d(U, V)=min, ¢ ,e7 du, 2)

In figura, immaginiamo che U sia formato dai nodi verdi e Z dai
nodi azzurri: in rosso alcuni cammini che realizzano la minima
distanza d(U, Z), che in questo caso e 2.

Gli insiemi U e Z possono essere semplicemente rappresentati con i
loro vettori caratteristici, u e z, tali che u[i] == TRUE se solo se i € U,




Soluzione “troppo” ignorante

Al solito, e possibile applicare ciecamente la definizione, e per ogni
coppia di nodi (4, z) con u € U e z € Z: siccome la cardinalita di U e Z
puo essere alla peggio nell’ordine di 6(n), cid porta a un algoritmo
di complessita O(n?(n+m)).

def distUZ(G, u, z):
duz = |G.V|
forall v € V:
if u[v]:
forall w € V:
if z[w]:
d = dist(v, w)
if d < duz:
duz = d
return duz




Buona soluzione ignorante

Basta tuttavia osservare che una singola BFS puo calcolare le
distanze da un nodo a tutti gli altri, per far scendere la complessita
a O(n(n+m)), calcolando d(u, Z) per ogni u € U, facendo quindi

“solo” 6 (n) BFS.

Per amore di efficienza, é sufficiente fermare ogni BFS al primo

nodo di Z incontrato.

def distUzZ(G, u, z):
duz = |G.V|
forall v € V:
if uf[v]
d = distSetOfNodes(G, v, z)
if d < duz:
duz = d
return duz

def distSetOfNodes(G, s, z):

d = allocZero[|G.V|]
Q = newQueue()
d[s] = ©
enqueue(Q, s)
while not isEmpty(Q):
v = dequeue(Q)
forall w € G.adj[v]:
if d[w] < ©
diw] = d[v] + 1
enqueue(Q, w)
if z[w]:
return d[w]
return +oo




Soluzione smart

E tuttavia sufficiente fare una sola BFS in tempo O(n+m)!

Si caricano sulla coda inizialmente tutti i nodi di U, assegnando loro
distanza 0.

Poi si procede come una normale BFS, ancora arrestandosi appena si
trova un nodo in Z.

def distSetOfNodes(G, u, z):
d = allocZero[|G.V|]
Q = newQueue()
forall v € G.V:

if u[v]:
enqueue(Q, v)
d[v] = ©

while not isEmpty(Q):
v = dequeue(Q)
forall w € G.adj[v]:
if d[w] < ©
diw] = d[v] + 1
enqueue(Q, w)
if z[w]:
return d[w]
return +oo




Soluzione molto smart

Si puo tuttavia risolvere questo problema in O(n+m) con una sola
chiamata alla funzione che calcola la distanza tra due nodi!

Si modifica il grafo G aggiungendo due nodi, s” e t": s” ha un arco
verso tutti i nodi di U, +' un arco verso tutti i nodi di Z.

Tutti i cammini tra s” e ¢’ passano prima per un nodo di U e poi per
un nodo di Z prima di arrivare a t'. Avremo che d(s’, t') = d(U, Z) + 2

Nel grafo modificato
G =VUl{s, t'},

E=E U{(s,u):ucl}

U{(t) z):z€Z}

e sufficiente calcolare
d(s’, t').
Ci0o mostra ulteriormente
come la distanza tra due
nodi sia un problema piu

generale di quanto non
sembri!




That’s all Folks!
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