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Algoritmo di Bellman-Ford: idea

L’algoritmo di Bellman-Ford è invece il tipico algoritmo di 
programmazione dinamica in cui vengono memorizzati (e poi 
riutilizzati più volte – senza bisogno di ricalcolarli) valori via via 
calcolati durante l’esecuzione.

➧Idea: fare n iterazioni e all’iterazione k (0 ≤ k < n) calcolare le 
distanze minime dalla sorgente s che si possono ottenere con 
cammini di lunghezza al più k.
I cammini minimi, infatti sono necessariamente semplici e quindi 
hanno lunghezza al più n - 1. 
Questa informazione viene mantenuta al solito su un vettore d
indicizzato sui nodi: con cammini lunghi 0, s dista da sé stessa 0 e 
tutti gli altri nodi sono a distanza ∞ (possiamo reciclare
initSingleSource).

Per passare dai cammini di lunghezza k a quelli di lunghezza k+1 è 
sufficiente applicare il rilassamento su tutti i nodi (possiamo 
reciclare la funzione relax)



Algoritmo di Bellman-Ford: esempio
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calcolo distanze con
cammini lunghi 1 da s

rilassando archi s→a e s→b

gli archi blu tratteggiati
sono quelli di cui è rilevante
il rilassamento perché nodi

a e b hanno nuove dist.

Il nodo b trova una
nuova distanza 2 con un
cammino lungo 3 via d

L’arco b→c viene
rilassato una

seconda volta, e si
trova una nuova

distanza per c
(cammino lungo 4)

Gli archi c→s
e c→d potrebbero
solo scoprire un
ciclo negativo

(lungo 5)



Alg. di Bellman-Ford: pseudocodice

Ignoriamo inizialmente il problema dei cicli negativi e assumiamo 
che essi non ci siano.
Possiamo riutilizzare le funzioni relax e initSingleSource usate 
nell’algoritmo di Dijkstra.
Se ci sono cicli negativi, ci sono nodi che si rilasserebbero anche 
alla n-esima iterazione (altrimenti tutti si sarebbero rilassati per 
sempre dopo n - 1 iterazioni).

def bellmanFord(G, w, s):
d, p = allocaV(n), allocaV(n)
initSingleSource(G, s, d, p)
for i=1 to n-1:

forall (u, v) ∊ E:
relax(u, v, d, p)

return d, p

def bellmanFordCN(G, w, s):
d, p = bellmanFord(G, w, s)
forall (u, v) ∊ E:

if relax(u, v, d, p)
return False, _, _

return True, d, p

𝛳(n) 
cicli

𝛳(m)
relax

𝛳(nm)



Correttezza di Bellman-Ford (sketch)

Proposizione: Alla k-esima iterazione del ciclo principale di Bellman-Ford 
ha stabilizzato al suo valore finale v[d] per tutti i nodi tali che il cammino 
minimo s⤳ v ha al più k archi (questi non stanno in un ciclo di peso neg.). 

Dimostrazione: Induzione su k. Per k = 0, la proposizione è 
banalmente vera, perché la procedura initializeSingleSource
inizializza a 0 il valore d[s] ed s è un nodo a distanza 0 da sé stesso
(sia in peso che in numero di archi). Notate che s può avere peso 
minore di 0 solo per effetto di un ciclo negativo.

Se k > 0 possiamo assumere per ipotesi induttiva che l’algoritmo abbia 
stabilizzato tutti i nodi il cui cammino minimo è lungo al più k-1. 
Se v è un nodo tale che il cammino minimo s⤳ v è lungo k, significa 
che tale cammino ha la forma s⤳ u → v minimo e s⤳ u minimo 
lungo k - 1 passi (i cammini minimi godono della proprietà di 
sottostruttura ottima).

Quindi d[v] viene stabilizzato alla k-esima iterazione da relax. ☐



Correttezza: caso di cicli negativi

Dalla proposizione precedente abbiamo che Bellman-Ford stabilizza 
i cammini lunghi k alla k-esima iterazione.
Siccome in assenza di cicli negativi, i cammini minimi sono 
semplici, questi hanno lunghezza al più n - 1. Se non c’è un ciclo di 
peso negativo, l’n-esima iterazione non modifica nessun valore 
del vettore d.

Per cui, l’ultimo ciclo nella funzione bellmanFordCN, se ottiene un 
TRUE dalla funzione relax, si accorge correttamente della presenza 
di un ciclo di peso negativo.

Un interessante e non ovvio [➧Esercizio] sarebbe far tornare alla 
funzione bellmanFordCN il vettore d con d[u] = -∞ su tutti i nodi che 
appartengono a un ciclo di peso negativo (o sono raggiungibili 
attraverso un ciclo negativo).
[SUGG: almeno un nodo u di ogni ciclo di peso negativo modifica il 
suo valore all’n-esima iterazione. Da ciascuno di questi nodi si fa 
partire una DFS. Attenzione!: un nodo può essere coinvolto in molti 
cicli!] 



“Accelerare” Bellman-Ford

Proposizione: Se non c’è nessuna variazione sul vettore d in una certa 
iterazione m < n, possiamo uscire dal ciclo di Bellman-Ford. 
Dimostrazione: La funzione relax continuerà a fare esattamente gli 
stessi calcoli se il vettore d non si modifica in una iterazione.
Si è raggiunto un punto fisso e quindi d non cambierà più. ☐

In tal caso è quindi sufficiente sfruttare l’informazione booleana 
ritornata da relax e ritornare i vettori d e p come calcolati fino a quel 
momento.

Questa osservazione suggerisce un’altra modifica: a ogni iterazione 
si possono considerare solo i nodi che hanno subito modifiche a 
quella precedente [➧Esercizio].
Tuttavia, si può vedere che non si migliora la complessità di caso 
pessimo, fornendo un controesempio in cui a ogni iterazione tutti i 
nodi modificano la loro distanza calcolata fino ad allora (quasi tutti i 
nodi hanno cammini minimi di lunghezza n – 1 [➧Esercizio].
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Cammini minimi tra tutte le coppie

Iterando n volte Dijkstra e Bellman-Ford, facendo giocare a turno il 
ruolo di sorgente a ciascun nodo, possiamo ottenere i cammini tra 
tutte le coppie di nodi.

Con pesi posititivi, iterare Dijkstra n volte porta a una complessità 
𝛳(n3) per grafi densi (implementazione con vettore) e 𝛳(n2 log n) per 
grafi sparsi (implementazione con min-heap).

Se ho anche pesi negativi, iterare Bellman-Ford n volte porta a una 
complessità 𝛳(n2m) che è𝛳(n4) per grafi densi e 𝛳(n3) per grafi sparsi.

Osservate che il risultato è una matrice di valori e una matrice dei 
padri, dove p[s][u] è l’indice del nodo padre di u verso s.
La domanda è se sia possibile fare meglio, soprattutto osservando 
che cammini minimi tra tutte le coppie di nodi possono contenere 
segmenti comuni, grazie alla proprietà di sottostruttura.



Cammini minimi e matrici

Avendo il grafo rappresentato con matrici di adiacenza, abbiamo 
visto come sia possibile calcolare la raggiungibilità semplicemente 
calcolando An.

Se interpretiamo il prodotto in forma booleana (con · = and e + = or) 
avremo An[u][v] = TRUE se e solo se v è raggiungibile da u. 
L’usuale moltiplicazione intera invece, ci darà in An[u][v] il numero 
dei cammini da u a v (in particolare 0 se v non è raggiungibile da u).
Ma possiamo usare il prodotto tra matrici per ottenere una matrice 
di cammini minimi dalla matrice w dei pesi?
La risposta è sì e ancora una volta reinterpretando il prodotto tra 
matrice con le giuste operazioni.



Cos’è w2?

Prendiamo la riga w[u] e la colonna w[v] della matrice dei pesi.

Assumiamo che w[u][v]=∞ se non c’è l’arco u → v in E.
Sommando w[u][z] + w[z][v] è il costo del cammino lungo 2: u, z, w. 
Questo è vero per ogni “altro nodo” z’.
Qual è il cammino minimo da u a v in due passi? Sarà il minimo:

minz ∊V w[u][z] + w[z][v] 

Quindi, è sufficiente fare il prodotto tra matrici, in cui l’operazione 
di prodotto scalare è fatta con + al posto di ・, e min al posto di +.
La cosa generalizza al caso n.



Cammini minimi e cicli negativi

Ricordando che i cammini minimi sono semplici (in assenza di cicli 
negativi), è sufficiente calcolare Wn come visto prima per avere i 
cammini minimi tra tutte le coppie, avendo cura, calcolando i 
minimi di aggiornare opportunamente la matrice dei padri.
Al solito si può usare l’idea della moltiplicazione egiziana, 
ottenendo una complessità 𝛳(n3log n) che è già un miglioramento 
rispetto a Bellman-Ford iterato.
Ma i cicli negativi? 

In questo caso, calcoliamo tutti i cammini minimi, in particolare 
calcoliamo anche i cammini minimi da u a u, per ogni nodo u. Se 
c’è un ciclo negativo (anch’esso semplice) wn[u][u] sarà negativo, e 
quindi con questo metodo scopriamo tutti i nodi che appartengono 
a un ciclo di peso negativo.

➧Esercizio. Dare un algoritmo per trovare il ciclo di peso negativo 
di lunghezza minima.



Algoritmi alternativi…

Giusto per la cultura…

… la generalizzazione più fedele di Bellman-Ford al caso dei 
cammini minimi tra tutte le coppie è dovuto a Floyd-Warshall e 
calcola i cammini minimi tra tutte le coppie in tempo 𝛳(n3)…
che può essere usato anche per calcolare la chiusura transitiva (= 
matrice di raggiungibilità) in 𝛳(n3) ma chiaramente si può 
implementare molto efficientemente usando operazioni logiche 
invece che aritmetiche…

L’idea di Floyd-Warshall è leggermente più sofisticata. Alla p-esima 
iterazione dell’algoritmo, si suppone di aver considerato i cammini 
minimi per tutte le coppie di nodi i, j che hanno come nodi interni
nodi in {1, …, p}. In un cammino u1→ u2→… up-1→ up i nodi interni 
sono {u2, …, up-1}.


