
Corso di laurea in Matematica
Insegnamento di Informatica generale
Lezioni in modalità mista o a distanza

Visite di grafi

Giancarlo Bongiovanni
Ivano Salvo

Queste dispense sono state realizzate sulla base delle slide
preparate da T. Calamoneri e G. Bongiovanni
per il corso di Informatica Generale tenuto a distanza nell’A.A. 2019/20



Pagina 2Visite di grafi

Un’operazione basilare, che è il presupposto per
poter risolvere molti problemi sui grafi, è l’accesso
sistematico a tutti i vertici, uno dopo l’altro, al fine di
poter effettuare una specifica operazione (che
dipende ovviamente dal problema posto) su ciascun
vertice, ossia la visita del grafo.

Partendo da uno specifico vertice, detto vertice di
partenza, di solito identificato con s, l’ordine con cui ci
spostiamo da un vertice all’altro produce dei risultati
diversi. Tra tutti i possibili, ne evidenziamo due:

Visite di grafi (1)
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Visita in ampiezza
Si può desiderare di accedere a tutti i vertici che si
trovano a una certa distanza da esso prima di accedere
a quelli situati a distanza maggiore, e in questo caso si
parla di visita in ampiezza (BFS, Breadth-first search).

Visita in profondità
Oppure si vuole accedere ai vertici allontanandosi
sempre di più dal vertice di partenza finché è possibile,
e in questo caso si parla di visita in profondità (DFS,
depth-first search).

Visite di grafi (2)
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Osservazione: se, partendo da s, visitiamo un grafo
che NON è connesso, riusciremo a raggiungere solo i
vertici che stanno nella stessa componente connessa di
s. Per visitare gli altri nodi dovremo far ripartire la visita
da un nuovo vertice, in un’altra componente connessa.

Per questo, d’ora in poi, assumiamo il grafo connesso.

Visite di grafi (3)
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La visita in profondità è molto adatta ad essere realizzata in modo
ricorsivo ma può, come vedremo, essere definita in modo iterativo
con l’ausilio di una pila.
Viceversa, la visita in ampiezza è poco adatta a una
implementazione ricorsiva e viene generalmente realizzata in modo
iterativo con l’ausilio di una coda.

Queste due visite sono concettualmente piuttosto semplici però,
dato che nei grafi possono essere presenti dei cicli, la visita deve
essere in grado di “ricordarsi” se un determinato vertice v è stato
già visitato, poiché è possibile che diversi cammini che originano
nel vertice di partenza conducano a v, e in tal caso il vertice v sarà
“scoperto” più volte.

Per questa ragione nelle visite di grafi è necessario gestire alcune
apposite informazioni che ora dettaglieremo.

Visite di grafi (4)



Pagina 6Visite di grafi

Consideriamo il sottografo del grafo di partenza che ha:
• come insieme di vertici l’intero insieme V,
• come insieme degli archi l’insieme degli archi utilizzati dalla

visita per scoprire nuovi nodi.

Tale sottografo è un albero, detto albero di visita. Infatti:
• è connesso: se G è connesso, allora ogni nodo è

raggiungibile da s mediante un cammino, e questo risulterà
durante la visita;

• è aciclico: se per assurdo non lo fosse, potremmo ordinare i
nodi che fanno parte del ciclo secondo la loro distanza da s;
allora, il nodo più lontano da s risulterebbe avere due nodi dal
quale è stato scoperto, e questo è ovviamente assurdo.

Inoltre è un albero ricoprente, poiché il suo insieme dei nodi
coincide con quello dell’intero grafo.

Alberi di visita (1)
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Gli archi del grafo che fanno parte anche dell’albero di visita
sono chiamati archi dell’albero.
Tutti gli altri archi, denominati genericamente archi non
dell’albero, possono essere partizionati in due sottoinsiemi:
• archi all’indietro
• archi di attraversamento
Gli archi all’indietro sono quelli che congiungono due nodi che
sono uno l’antenato dell’altro nell’albero di visita; gli archi di
attraversamento sono tutti gli altri.

Alberi di visita (2)
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Dato un grafo G ed un vertice di partenza s, la visita in ampiezza si
muove scoprendo tutti i nodi più vicini ad s prima di quelli più
distanti.

La visita in ampiezza espande la “frontiera” fra vertici già scoperti e
vertici non ancora scoperti, allontanandola uniformemente e
progressivamente dal vertice di partenza. In particolare, la visita
scopre tutti i vertici a distanza k dal vertice di partenza prima di
scoprire anche un solo vertice a distanza k + 1.

Contestualmente costruisce un albero breadth-first (BFT - che
inizialmente consiste del solo vertice s, la sua radice) che, alla fine,
contiene tutti i vertici raggiungibili da s.

Visita in ampiezza (1)
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Teniamo traccia dei vertici già visitati per evitare di visitarli più di
una volta:

marked[v] = true sse v è stato già scoperto.

E’ anche necessario tenere traccia di ogni arco utilizzato per
scoprire per la prima volta ciascun vertice, perché l’insieme di tali
archi costituisce alla fine il BFT scaturito dalla visita:

pred[v] = u sse l’arco (u,v) fa parte del BFT.

NOTA: il vettore pred è il vettore dei padri dell’albero ricoprente!

La visita in ampiezza è realizzata in modo iterativo e si avvale di
una coda, come struttura di appoggio, per gestire l’ordine di visita
dei nodi.

Visita in ampiezza (2)
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Visita in ampiezza (3)
Pseudocodice della visita in ampiezza

Funzione Breadth-first_search (G: grafo;
q: puntatore a coda)

Assegna a tutti i nodi v
marked[v] ¬ false 
pred[v] ¬ NULL

Scegli il nodo di partenza s
marked[s] ¬ true 
Enqueue(q, s)
Finché la coda Q non è vuota

u ¬ Dequeue(q) //si lavora su u
Visita il vertice u
Per ogni vertice v adiacente ad u

if marked[v] = false then
marked[v] ¬ true 
pred[v] ¬ u
Enqueue(q, v)

return
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Visita in ampiezza (4) - esempio
Funzione Breadth-first_search (G: grafo;

q: puntatore a coda)

Assegna a tutti i nodi v

marked[v] ¬ false 

pred[v] ¬ NULL

scegli il nodo di partenza s

marked[s] ¬ true 

Enqueue(q, s)

finché la coda Q non è vuota

u ¬ Dequeue(q) //si lavora su u

visita il vertice u

per ogni v adiacente ad u

if marked[v] = false then

marked[v] = true 

pred[v] ¬ u

Enqueue(q, v)

return

1 2

3 4

5
s

Coda Q

tail head

Nodo non ancora scoperto

Nodo già scoperto

Arco inserito nell’albero BFS

12354

E così via, estraendo il prossimo 
elemento (il 3) dalla coda
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Vediamo come si implementa la porzione di codice che esamina
gli adiacenti di un vertice:

Per ogni vertice v adiacente ad u

if marked[v] = false then

marked[v] ¬ true 

pred[v] ¬ u

Enqueue(q, v)

nei casi di memorizzazione tramite liste di adiacenza, matrice di
adiacenza e matrice di incidenza.

Visita in ampiezza (5) – scansione degli 
adiacenti
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Gli elementi delle liste di adiacenza contengono l’indice del
vertice nel campo info di ogni record delle liste.
Si usano i due vettori aggiuntivi marked[ ] e pred[ ] già citati
precedentemente.

p ¬ Adj[u]

while (p ≠ null) do /*occorre scorrere la lista u */

if(marked[info[p]] = false)

marked[info[p]] ¬ true

pred[info[p]] ¬ u

Enqueue(q, info[p])

p ¬ next[p]

Visita in ampiezza (6) – scansione con le liste 
di adiacenza
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La matrice di adiacenza è A, di dimensioni n x n.
Si usano i due vettori aggiuntivi marked[ ] e pred[ ] già citati
precedentemente.

for v = 1 to n do

if (A[u,v] = 1)then /*occorre esaminare riga u */

if (marked[v] = false) then

marked[v] ¬ true

pred[v] ¬ u

Enqueue(q, v)

Visita in ampiezza (7) – scansione con matrice 
di adiacenza
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La matrice di incidenza è I, di dimensioni n x m.
Si usano i due vettori aggiuntivi marked[ ] e pred[ ] già citati
precedentemente.

for i = 1 to m do

if (I[u,i] = 1)then

v ¬ 1 /* per ogni arco incidente i*/

finché (I[v,i]=0 OR u=v) /* cerco altri nodi incidenti */

v ¬ v + 1

if (marked[v] = false) then

marked[v] ¬ true

pred[v] ¬ u

Enqueue(q, v)

Visita in ampiezza (8) – scansione con matrice 
di incidenza
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L’inizializzazione ha costo Θ(|V|).

Successivamente, ogni nodo viene marcato, inserito ed estratto
dalla coda solo una volta (non viene mai smarcato). Dato che le
operazioni sulla coda costano ciascuna Θ(1), l’insieme delle
operazioni sulla coda costa Θ(|V|).

A questi costi vanno sommati quelli relativi alla scansione degli
adiacenti, che dipendono dalla specifica soluzione scelta per la
memorizzazione del grafo.

Visita in ampiezza (9) – costo computazionale
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Costo della scansione dei vertici adiacenti.

• Con le liste di adiacenza si devono scorrere tutte le liste,
quindi il costo è pari a ∑ deg	(𝑣)�

*∈, = Θ(|E|).
• Con la matrice di adiacenza si deve scorrere per ciascun

nodo l’intera riga della matrice, quindi il costo è pari a
|V|Θ(|V|) = Θ(|V|-).

• Con la matrice di incidenza, per ciascun nodo si deve
scorrere l’intera riga della matrice e, per ciascun 1 trovato, la
relativa colonna. Quindi il costo per ciascun nodo è:

Θ(|E|) + deg(v)O(|V|)
Dato che ∑ deg	(𝑣)�

*∈, = Θ(|E|), il costo per tutti i nodi è
Θ(|V||E|)+O(|V||E|) = Θ(|V||E|)

Visita in ampiezza (10) – costo computazionale
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• viene operata una politica di tipo FIFO (First In First Out),
comportamento che viene garantito dall’utilizzo della
coda.

• l’albero di visita che scaturisce da una visita in ampiezza
ha una struttura particolare rispetto all’insieme degli archi
non dell’albero:
• non sono presenti archi all’indietro;
• gli archi di attraversamento collegano nodi sullo

stesso livello o su due livelli adiacenti.
• la visita in ampiezza individua i cammini più corti da s ad

ogni altro nodo, e questi sono i cammini sull’albero.

Visita in ampiezza (11) – proprietà
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Rispetto all’albero generato dalla visita in ampiezza, nell’insieme degli
archi non dell’albero non sono presenti archi all’indietro.

Dim. Quando ci si trova su un nodo u, si scoprono tutti i suoi adiacenti
non ancora scoperti, perciò non è possibile trovare nel sottoalbero di u
un nodo v, scoperto quindi solo successivamente, che sia adiacente a
u, perché altrimenti tale nodo sarebbe stato scoperto come adiacente di
u e l’arco (u, v) farebbe parte dell’albero.

Visita in ampiezza (12) – archi non dell’albero

u

v
Albero BFS

Se questo arco esistesse nel 
grafo il nodo v sarebbe 
scoperto come adiacente di u
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Rispetto all’albero generato dalla visita in ampiezza, gli archi di
attraversamento collegano nodi sullo stesso livello o su due livelli
adiacenti.
Dim. Per un motivo analogo gli archi di attraversamento non possono
collegare nodi che non siano sullo stesso livello o su livelli consecutivi:
infatti, se consideriamo due nodi u e v sui livelli i ed i + j, j > 1,
rispettivamente, questi non possono in alcun modo essere collegati da
un arco non dell’albero, perché allora il nodo v a livello i + j sarebbe
stato scoperto come figlio di u e l’arco (u, v) farebbe parte dell’albero.

Visita in ampiezza (13) – archi non dell’albero

s

u

Albero BFS

Se questo arco esistesse nel 
grafo il nodo v sarebbe 
scoperto come adiacente di u

v
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Archi di attraversamento fra nodi dello stesso livello o di livelli adiacenti
possono invece esistere:

Visita in ampiezza (14) – archi non dell’albero

s

uv

w

Albero BFS

Arco (u,v): può esistere e non
viene incluso nell’albero di
visita perché sia u che v
vengono scoperti come
adiacenti di s.

Arco (u,w): può esistere e non
viene incluso nell’albero di
visita nel caso in cui si visiti
prima v e poi u.
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Teorema: La visita in ampiezza individua i cammini più corti da s
ad ogni altro nodo, e questi sono i cammini sull’albero.
Dim. si consideri un nodo v, e per assurdo esista un cammino
più corto da s a v di quello che usa solo archi dell’albero.
Tale cammino può essere costituito da:
• archi dell’albero;
• archi di attraversamento tra nodi sullo stesso livello;
• archi di attraversamento tra nodi su livelli consecutivi.

Gli archi dell’albero e quelli di attraversamento tra nodi su livelli
consecutivi portano da un livello i ad un livello i + 1, mentre gli
archi di attraversamento che collegano nodi sullo stesso livello
non fanno procedere verso livelli successivi.
Perciò questo ipotetico cammino più corto non potrà che essere
della stessa lunghezza, o addirittura più lungo, del cammino che
da v risale sull’albero verso s.

Visita in ampiezza (15) – cammini più corti
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Esempio
Visita in ampiezza (16) – cammini più corti

s

v

Albero di visita (archi neri)

Il cammino da s a v sull’albero di 
visita ha lunghezza 3.

Il cammino verde ha lunghezza 3.

Il cammino rosso ha lunghezza 4.
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Dato un grafo G ed un nodo di partenza s, la visita in profondità 
(DFS, Depth-first search), a differenza di quella in ampiezza, 
esplora il grafo allontanandosi sempre più dal nodo di partenza 
finché è possibile, per poi ripartire da nodi più vicini a quello di 
partenza solo quando non è possibile allontanarsi ancora.

In particolare, se la visita in profondità - muovendosi lungo l’arco 
(u, v) del grafo - “scopre” il nodo v, proseguirà percorrendo uno 
degli archi uscenti da v e non percorrendo uno degli altri archi 
uscenti da u.

Contestualmente, la visita in profondità costruisce un albero 
depth-first (DFT) che ha come radice il nodo s e contiene tutti i 
nodi raggiungibili da s.

Visita in profondità (1)
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Come nel caso della visita in ampiezza, è necessario tenere
traccia dei nodi già visitati per evitare di visitarli più di una volta. A
tale scopo i nodi vengono marcati, con una logica analoga a quella
utilizzata nella visita in ampiezza, solamente la prima volta che
vengono incontrati.

Anche l’albero depth-first si realizza mediante un campo aggiuntivo
in ogni nodo, il campo predecessore: aggiungere l’arco (u, v)
all’albero depth-first significa memorizzare nel campo pred(v)
l’indice u.

Poiché ogni nodo viene marcato solo una volta, ogni nodo avrà un
solo predecessore (che, anche in questo caso è, di fatto, il padre
nell’albero radicato in s) e questo garantisce l’assenza di cicli
nell’albero depth-first.

Visita in profondità (2)
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La visita in profondità può essere espressa ricorsivamente in modo
semplice e diretto, analogamente a quanto già discusso in relazione
alle visite di alberi.

Lo pseudocodice riportato nel seguito assume che il grafo G=(V,E) in
input sia rappresentato mediante una generica memorizzazione. Le
informazioni aggiuntive, necessarie al suo corretto funzionamento,
sono le stesse già discusse per la visita in ampiezza:
• un vettore marked[ ] per gestire la marcatura dei nodi;
• un vettore pred[ ] per memorizzare il predecessore di ciascun nodo.

Inoltre, lo pseudocodice presuppone che al momento della chiamata
iniziale (alla quale si passa il nodo di partenza) tutti i nodi siano già
inizializzati con valori in marked[ ] a false ed in pred[ ] a NULL.

Visita in profondità (3)
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Visita in profondità (4)
Pseudocodice della visita in profondità

Funzione Depth_first_search_ricorsiva (u: nodo)

marked[u] ¬ true

visita il nodo u        //operazione generica

per ogni nodo v adiacente ad u

if marked[v] = false then

pred[v] ¬ u

Depth_first_search_ricorsiva (v)

return
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Visita in profondità (5)
Per quanto riguarda il costo computazionale della visita ricorsiva
valgono le seguenti considerazioni, supponendo di avere un grafo
connesso memorizzato mediante liste di adiacenza:
• per ogni nodo 𝑣. raggiungibile dal nodo di partenza vi è una e una

sola chiamata ricorsiva, che avviene quando il nodo viene scoperto
per la prima volta (e quindi non è ancora marcato): Ө(n);

• nella chiamata ricorsiva relativa al nodo 𝑣. si scandisce la lista dei
suoi adiacenti: Ө(deg (𝑣.)).

Quindi il costo totale è:
Ө(n) + ∑ 𝑑𝑒𝑔	(𝑣)�

*∈, = Ө(n+m)

Analogamente al caso della visita in ampiezza, il costo della visita in
profondità quando il grafo sia memorizzato su matrice di adiacenza è
Ө(𝑛-) mentre è Ө(nm) nel caso di grafo memorizzato su matrice di
incidenza.
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• Anche la visita in profondità ha delle interessanti
proprietà.

• Innanzi tutto è caratterizzata da una politica di tipo
LIFO (Last In First Out), tanto è vero che, come
abbiamo detto, può essere realizzata con l’ausilio di
una pila.

• Anche l’albero di visita che scaturisce da una DFS
ha una struttura particolare. Infatti si può osservare
che, rispetto a tale albero, nell’insieme degli archi
non dell’albero non sono presenti archi di
attraversamento.

Visita in profondità (6) – proprietà
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Rispetto all’albero generato dalla visita in ampiezza, nell’insieme
degli archi non dell’albero non sono presenti archi di
attraversamento.

Dim. E’ assurdo pensare che esista un tale arco (u, v) poiché,
durante la visita in profondità, il nodo v sarebbe trovato come
discendente di u o viceversa (a seconda che la visita passi prima
per u o prima per v) e quindi tale arco farebbe parte dell’albero.

Visita in profondità (7) – archi non dell’albero

Se uno di questi archi 
esistesse nel grafo, il nodo a 
sinistra  dell’arco sarebbe 
scoperto come adiacente di u 
o viceversa.

s

uv

W

Albero DFSz
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Teorema: Dato un grafo G, o G ha un cammino di
lunghezza almeno pari a k oppure |E| < kn.
Dim. Se G ha un cammino lungo almeno k abbiamo
finito, quindi supponiamo che ogni cammino in G sia di
lunghezza < k.

Limitiamo |E| contando il massimo numero di adiacenti
di ogni nodo, che corrisponde al suo massimo grado
possibile. Infatti, non esistendo archi di attraversamento
fra quelli non dell’albero, ogni nodo può essere
collegato ad altri nodi esclusivamente da archi
dell’albero e da archi che lo collegano ad altri nodi che
si trovano sul medesimo cammino sull’albero di visita.
Poiché tutti i cammini sono più corti di k, il numero degli
antenati di ciascun nodo è < k, da cui segue che il
numero di archi è minore di kn.

CVD

Visita in profondità (8) – teorema
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Somiglianze fra le visite (1)
La visita in ampiezza e quella in profondità sono molto
strettamente correlate fra loro.

In effetti le due visite possono essere organizzate nello stesso
identico modo, con l’unica differenza della struttura dati
d’appoggio utilizzata:
• una coda nella visita in ampiezza;
• una pila nella visita in profondità.

Nelle formulazioni che seguono, identiche a parte la struttura
d’appoggio utilizzata, si stabiliscono i predecessori dopo
l’estrazione dalla struttura d’appoggio, non prima (altrimenti si
otterrebbe sempre un comportamento BFS). Di conseguenza
nella coda (o pila) si devono inserire archi, non nodi, altrimenti
quando si estrae un nodo non si saprebbe da quale arco ci si è
arrivati.
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Somiglianze fra le visite (2)
Funzione Breadth-first_search (G: grafo; q: punt. a coda)

Assegna a tutti i nodi v

marked[v] ¬ false; pred[v] ¬ NULL

scegli il nodo di partenza s

marked[s] ¬ true

visita s

per ogni nodo t adiacente ad s

Enqueue(q, arco(s, t))

finché la coda Q non è vuota

arco(x, y) ¬ Dequeue(q)

if (marked[y] = false)

marked[y] ¬ true; pred[y] ¬ x; visita(y)

per ogni nodo z adiacente ad y

Enqueue(q, arco(y, z))

return

Funzione Depth-first_search (G: grafo; p: punt. a pila)

Assegna a tutti i nodi v

marked[v] ¬ false; pred[v] ¬ NULL

scegli il nodo di partenza s

marked[s] ¬ true

visita s

per ogni nodo t adiacente ad s

Push(p, arco(s, t))

finché la pila P non è vuota

arco(x, y) ¬ Pop(p)

if (marked[y] = false)

marked[y] ¬ true; pred[y] ¬ x; visita(y)

per ogni nodo z adiacente ad y

Push(p, arco(y, z))

return
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Esercizi

Visite di grafi

• Partendo da un grafo memorizzato con uno dei
metodi visti, ricrearlo tramite gli altri metodi.

• Modificare la visita in ampiezza per calcolare la
distanza di ogni vertice da s.

• Calcolare il diametro del grafo (diametro: la
massima distanza fra tutte le coppie di vertici).

• Modificare la visita in ampiezza per verificare la
presenza di cicli.

• Contare il numero delle componenti connesse del
grafo.


