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Esercizio 6 – equazione risolta con due metodi

Equazione da risolvere:
T(n) = 2T(n/2) + Ө(𝑛 log 𝑛)
T(1) = Ө(1)

Come sappiamo essa non può essere risolta col metodo 
principale. Infatti non ho f(n) = O(𝑛%&'( )*+) per qualche 𝞮 > 0 
né f(n) = Ω(𝑛%&'( )-+) per qualche costante 𝞮 > 0.

Risolviamola con altri due metodi.
* Metodo iterativo: esercizio 6.1
* Metodo di sostituzione: esercizio 6.2
* Metodo dell’albero: lasciato come esercizio
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Esercizio 6.1 – metodo iterativo
Equazione da risolvere:

T(n) = 2T(n/2) + Ө(𝑛 log 𝑛)
T(1) = Ө(1)
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Fermandoci al valore k = log n otteniamo:

T(n) = 2log nT(1) + Ө ∑ 𝑛 𝑙𝑜𝑔 .
09

?@A .*;
<=> =
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Segue esercizio 6.1



17/03/2020 Pagina 6Esercizi sulle equazioni di ricorrenza

Esercizio 6.2 – metodo di sostituzione
Equazione da risolvere:

T(n) = 2T(n/2) + Ө(𝑛 log 𝑛)
T(2) = Ө(1)

Impostiamo la dimensione del caso base a 2, per evitare di 
dover gestire il caso di log 1 = 0.

Dobbiamo innanzi tutto eliminare la notazione asintotica, quindi 
l’equazione diventa:

T(n) = 2T(n/2) + an log n per qualche costante a > 0
T(2) = b per qualche costante b > 0
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Proviamo a dimostrare per induzione che la soluzione è: 
T(n) ≤ cn 𝒍𝒐𝒈𝟐𝒏, dove c è una costante da determinare. 

Passo base
T(2) = b ≤ c*2*1, vera per c ³ b/2.
Passo induttivo
Sostituendo nell’equazione generica otteniamo:
T(n) ≤ 2 c .

0
𝑙𝑜𝑔0 .

0
+ an log n =

= cn 𝑙𝑜𝑔 𝑛 − 1 0 + an log n = 
= cn(𝑙𝑜𝑔0𝑛 – 2 log n +1) + an log n =
= cn 𝑙𝑜𝑔0𝑛 - 2 cn log n + cn + an log n

Segue esercizio 6.2
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T(n) ≤ 2 c .
0
𝑙𝑜𝑔0 .

0
+ an log n =

= cn 𝑙𝑜𝑔 𝑛 − 1 0 + an log n = 
= cn(𝑙𝑜𝑔0𝑛 – 2 log n +1) + an log n =
= cn 𝑙𝑜𝑔0𝑛 - 2 cn log n + cn + an log n 

Ora, cn log n ≥ cn, quindi eliminando (cn - cn log n) maggioro:
cn 𝑙𝑜𝑔0𝑛 - 2cn log n + cn + an log n ≤ cn 𝑙𝑜𝑔0𝑛 - cn log n + an log n

Inoltre
cn 𝑙𝑜𝑔0𝑛 - cn log n + an log n ≤ cn 𝑙𝑜𝑔0𝑛 sse c ≥ a.

Concludiamo che 
T(n)= O(n 𝒍𝒐𝒈𝟐𝒏)

Si lascia per esercizio dimostrare che T(n)= Ω(n log0n)

Segue esercizio 6.2
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Esercizio 7 – dallo pseudocodice all’equazione

funzione Palindromo_Ric (A: vettore; in,fi: intero)
1) if fi − in < 1 return TRUE

2) if A[in] ≠ A[fi] return FALSE

3) return Palindromo_Ric(A; in+1, fi−1)

1) Θ(1) – caso base
1,2) Θ(1) – parte al di fuori della chiamata ricorsiva
3) T(n-2) – una chiamata ricorsiva

Equazione:
T(n) = T(n-2) + Θ(1)
T(1) = Θ(1)
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Esercizio 8 – dallo pseudocodice all’equazione
Funzione Test (n: intero)

1) k ← 0

2) for i = 1 to n do

2) k ← k + 1

3) if n ≤ 1 return k

4) else return (Test(n DIV 2)+Test(n DIV 4))

1) Θ(1) – parte al di fuori della chiamata ricorsiva
2) Θ(n) – iterazione, parte al di fuori della chiamata ricorsiva
3) Θ(1) – caso base
4) T(n/2) + T(n/4) – due chiamate ricorsive

Equazione:
T(n) = T(n/2) + T(n/4) + Θ(n)
T(1) = Θ(1)

Nota: DIV fa la divisione intera
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Esercizio 9 – dallo pseudocodice all’equazione
Funzione Fun (n: intero)

1) k ← 1

2) while k ≤ n do

2) k ← 2*k

3) if n ≤ 1 return k

4) else return (Fun(n DIV 2)))

1) Θ(1) – parte al di fuori della chiamata ricorsiva
2) Θ(log n) – iterazione, parte al di fuori della chiamata ricorsiva
3) Θ(1) – caso base
4) T(n/2) – una chiamata ricorsiva

Equazione:
T(n) = T(n/2) + Θ(log n)
T(1) = Θ(1)

Nota: DIV fa la divisione intera

ATTENZIONE!
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Esercizio 1 (1)
Sia dato un vettore di lunghezza n contenente solo valori 0 e 2. Si
progetti un algoritmo con costo computazionale lineare che
modifichi il vettore in modo che tutte le occorrenze di 0 si trovino
più a sinistra di tutte le occorrenze di 2

IDEA:
• Ordinare il vettore risolve il problema, ma è inutilmente costoso.
• Basta adattare la Partiziona() del Quicksort in modo che

scambi un valore pari a zero puntato da i con un valore pari a 2
puntato da j.

NOTA: lo stesso tipo di soluzione consente di risolvere problemi
simili, come ad esempio mettere tutti i valori < 0 a sinistra di tutti i
valori ≥ 0.
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Esercizio 1 (2)
Funzione Partiziona_0_2 (A:vettore) 

i ¬ 1 

j ¬ n 
while (i < j) 

while (A[j] = 2) and (i ≤ j)
j ¬ j – 1 

while ((A[i] = 0)and(i ≤ j) 

i ¬ i + 1 
if (i < j) 

scambia A[i] e A[j] 

Costo computazionale: Θ(n)



Pagina 15Soluzioni esercizi su quicksort

Esercizio 1 (3)

Si poteva, ancora più semplicemente scrivere 
semplicemente la vecchia funzione partiziona 
scegliendo come perno il valore 1.

partiziona infatti funziona anche se si sceglie come 
perno un valore che non appartiene al vettore.
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Esercizio 2
Si considerino i valori 0 1 2 3 4 5 6 7. Si determini una
permutazione di questi valori che generi il caso peggiore per
l'algortimo Quick sort

Se la sequenza è ordinata succede che:
• i si ferma subito, sullo 0 (che è il pivot);
• j scende fino fermarsi anche lui sullo 0;
• non si fa nessuno scambio;
• si chiama ricorsivamente sulle sottosequenze:

– sinistra, di un elemento
– destra, di (n-1) elementi

• dove la situazione si ripete identica nella sottosequenza di
destra.

Quindi il costo computazionale è quello del caso peggiore.

0 1 2 3 4 5

i j

6 7
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Esercizio 3 (1)
Calcolare il costo computazionale del Quick sort nel caso in cui il
vettore contenga tutti elementi uguali ed in cui sia già ordinato da
destra a sinistra

Se il vettore contiene elementi tutti uguali:
• ad ogni iterazione sia i che j si fermano subito, perché tutti gli

elementi sono uguali al pivot, e si fa lo scambio;
• quindi i e j si incontrano a metà del vettore e si chiama

ricorsivamente su due sottosequenze di metà elementi
ciascuna, dove la situzione si ripete identica.

Quindi il costo computazionale è quello del caso migliore.



Se il vettore è ordinato da destra a sinistra:
• i si ferma subito, sul massimo (che è il pivot);
• j si ferma subito e si fa lo scambio;

• nella successiva iterazione:
– j si ferma subito
– i supera j e si ferma sull’ultimo elemento (uguale al pivot)
– non si fa nessuno scambio

• si chiama ricorsivamente sulle sottosequenze:
– sinistra, costituita dai primi (n-1) elementi
– destra, costituita dall’ultimo elemento
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Esercizio 3 (2)

7 6 5 4 3 2 1 1 6 5 4 3 2 7

i j

1 6 5 4 3 2 7

j i

i j



Nella sottosequenza di sinistra il pivot è il valore minimo

quindi:
• i si ferma subito, sul minimo (che è il pivot);
• j scende fino al minimo;
• non si fa nessuno scambio

• si chiama ricorsivamente sulle sottosequenze:
– sinistra, di un elemento
– destra, di (n-1) elementi

• dove la situazione si ripete identica a quella iniziale nella
sottosequenza di destra.

Quindi il costo computazionale è quello del caso peggiore.
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Esercizio 3 (3)

1 6 5 4 3 2 1 6 5 4 3 2

1 6 5 4 3 2

i j
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Esercizio 4 (1)
Data in input una lista tramite il puntatore al primo elemento,
restituire il puntatore di una lista che contenga gli stessi record
della lista di partenza ma in ordine inverso

IDEA: l’inserzione in lista che abbiamo studiato avviene in testa,
quindi inserendo tutti gli elementi in una nuova lista (inizialmente
vuota), essa risulterà rovesciata rispetto a quella di partenza.



Rovesciamento di Liste: ricorsiva 1

Cominciamo con una versione ricorsiva:

Questa funzione è tuttavia quadratica, se insertTail è lineare.

Infatti T(n) = T(n - 1) + 𝜃(n)

Vediamo la versione iterativa (ispiriamoci a Selection Sort, in cui 
costruisco la nuova lista ordinata, inserendo in testa)

fun reverse(lista L):
if L = NULL return NULL
M = next[L]
next[L] = NULL
return insertTail(L, reverse(M))



Rovesciamento di Liste: iterativa
Inserendo in testa nella versione iterativa, si ottiene 
naturalmente la lista rovesciata. Occorre solo fare attenzione a 
mantenere i pointer alla lista che si sta disgregando.

L’inserimento in testa stacca naturalmente dalla vecchia lista il 
nodo inserito, modificando il pointer next.

fun reverse(lista L):
/* POST: ritorna R = L rovesciata, spostando puntatori */

R ← NULL
curr← L; 
while curr ≠ NULL do

succ← next[curr]
R ← insertHead(R, curr) 
curr← succ

return R



Rovesciamento di Liste: ricorsiva - 2
Con la ricorsione possiamo ottenere lo stesso effetto “sfruttando 
i parametri” e quindi, calcolando in avanti la lista risultato su un 
parametro ausiliario.

Facendo quindi gli inserimenti in testa “andando in avanti” 
come nella versione iterativa.

fun reverseRec2(lista L):
/* POST: ritorna R = L rovesciata, spostando puntatori */

return reverseAux( L,  NULL)

fun reverseAux(lista L, M):

if L = NULL return M
return reverseAux(next[L], insertHead(L, M))


