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Grafi

I grafi sono importantissime strutture discrete che:
• esibiscono proprietà di grande interesse per la

matematica discreta (teoria dei grafi)
• permettono di modellare una grande varietà di

problemi.

Grafi (1)
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Grafi

Un grafo G = (V, E) non orientato è costituito da una
coppia di insiemi:
• l’insieme finito V di nodi, o vertici
• l’insieme finito E di coppie non ordinate di nodi,

dette archi o spigoli.

• Gli archi vengono generalmente rappresentati come coppie
racchiuse tra parentesi tonde, ad es. (u,v), anche se, essendo
coppie non ordinate, sarebbe più corretto racchiuderle tra
parentesi graffe, ad es. {u,v}.

• Se le coppie sono ordinate ho i grafi orientati.
• Usualmente, n = |V| ed m =|E|
• |E| ≤ n(n - 1)/2.
• Nel caso in cui m = O(n) si dice che il grafo è sparso.

Grafi (2) - definizioni
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Grafi

Grafi (3) - esempio

Vediamo un primo esempio di grafo.

1

2 5

3 4

V	=	{1,	2,	3,	4,	5}
E	=	{(1,	2),	(2,	3),	(2,	5),	(3,	4),	(3,	5),	(4,	5)}
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Grafi

Grafi (4) - definizioni

• Un arco e = (u, v) con u = v è detto cappio.
• Un arco che compare più di una volta in E è detto arco

multiplo: quando E è un insieme, non ho mai archi
multipli. Per modellarli ho bisogno di un multinsieme).

• Un grafo semplice non contiene né cappi né archi
multipli.

• Un grafo orientato (detto anche diretto o digrafo) è
definito in modo analogo al grafo, ma gli archi sono
delle coppie ordinate e sono detti archi orientati.

• Un grafo è detto pesato se ad ogni arco è associato un
valore numerico detto peso.

Nel seguito:
grafo = grafo semplice non orientato e non pesato.
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Grafi

Grafi (5) - definizioni

• grado di v (degree(v)) = # archi incidenti in un certo 
nodo v=|{u tale che (u,v)∈ E}|.

• Una passeggiata in G dal nodo x al nodo y è una 
sequenza x1, e1, x2, e2, . . . , xt, et, xt+1 in cui si 
alternano nodi ed archi del grafo con xi∈ V, ei∈ E, 
x = x1, y = xt+1 e t.c. {xi, xi+1} = ei per i = 1, 2, … , t. 
La lunghezza della passeggiata è t, ovvero il numero 
dei suoi archi (incluse le eventuali ripetizioni).

• …
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Grafi

Grafi (6) - definizioni

• …
• Un cammino da x a y è una passeggiata da x a y in 

cui non ci siano ripetizioni di archi: i ≠ j⇒ei ≠ ej.
• Un cammino in cui primo e ultimo nodo coincidono 

si chiama circuito
• Un cammino semplice è un cammino in cui non ci 

siano ripetizioni di nodi (e quindi neanche di archi): i 
≠ j⇒ xi ≠ xj, ad eccezione al più di 1 e t + 1

• nel caso in cui x1 = xt+1 il cammino semplice si 
chiama ciclo. 
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Grafi

Grafi (7) - esempi

• Passeggiata (ripetizioni sia di archi che di nodi):
1a2b3c4d2e5f4d2e5f4d2b3c4g6

• Cammino (ripetizioni di nodi ma non di archi):
1a2b3c4d2e5f4g6i7

• Cammino semplice (nessuna ripetizione di nodi):
1a2e5f4g6

• Circuito: 5e2b3c4g6i7h4f5
• Ciclo (cammino semplice con primo e ultimo nodo 

coincidenti): 2b3c4d2

1 2 4

3

6
a

b c

d g

5
e f

7
h i
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Grafi

Grafi (8) – passeggiata e cammino semplice
Prop. Se in G esiste una passeggiata da x a y allora esiste un cammino
semplice da x a y.

Dim. Se nella passeggiata x = x1, e1, x2, e2, . . . , xt, et, xt+1 = y esiste un
nodo z che si ripete, si sostituisce la sezione della passeggiata compresa
fra le due occorrenze di z (incluse) con il solo nodo z ottenendo una nuova
passeggiata da x a y, nella quale il nodo z non è più ripetuto. Iterando
questa procedura con gli altri nodi ripetuti presenti, si arriva ad un cammino
semplice.

CVD

Esempio:

1a2b3c4d2b3c4g6 1a2b3c4g6
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Grafi

Grafi (9) – grado di un nodo
Th. Dato un grafo non orientato G, la somma dei gradi di tutti i nodi è 
pari a 2m. Dato un grafo orientato G, la somma dei gradi entranti di tutti 
i nodi è pari alla somma dei gradi uscenti di tutti i nodi, che è pari ad m.
Dim. Contiamo in due modi diversi le coppie (nodo, arco) che sono in 
relazione di incidenza, cioè la cardinalità di:

A ={(x,e): x ∈ V, e ∈ E, e incide in x}

Fissato v ∊ V, indichiamo con Av⊆A l’insieme delle coppie in A che ha 
come primo elemento v. Chiaramente | Av |=degree(v). Quindi:
|A| = |∪x∊V Ax | = (Ax sono disgiunti) ∑x∊V | Ax | = ∑x∊V degree(x)

Similmente, indichiamo con Ae⊆A l’insieme delle coppie in A che ha 
come secondo elemento e. Chiaramente | Ae |=2. Quindi:
|A| = |∪e∊V Ae | = (Ae sono disgiunti) ∑e∊E | Ae | = 2 |E|

Unendo le due uguaglianze, si ottiene la tesi. 
Il caso orientato si dimostra analogamente. CVD

( ){ }exEeVxex ÎÎÎ ,,:,

ex
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Grafi

Grafi (10) - raggiungibilità

Si dice che y è raggiungibile da x se y = x oppure se esiste una
passeggiata da x a y.

La relazione di raggiungibilità tra nodi ha la proprietà:
• riflessiva per definizione perché x è raggiungibile da x.
• simmetrica perché se x1 e1 x2 e2 … xt et xt+1 è una passeggiata

da x ad y, allora xt+1 et xt … x2 e1 x1 è una passeggiata da y ad
x.

• transitiva: se c’è una passeggiata da x a y e una passeggiata
da y a z, allora z è raggiungibile da x attraverso la passeggiata
che si ottiene concatenando la passeggiata da x a y con quella
da y a z.
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Grafi

Grafi (11) - raggiungibilità

La relazione di raggiungibilità è perciò una relazione di
equivalenza: le classi di questa relazione di equivalenza
determinano una partizione dei nodi. Tutti i nodi di una stessa
classe di equivalenza sono raggiungibili da ogni altro nodo della
classe.

Ogni classe della partizione induce un sotto-grafo chiamato
componente connessa. Un grafo in cui la partizione in questione
ha una sola classe si chiama connesso.

Non è restrittivo supporre che i grafi considerati siano connessi: se
così non fosse, si potrebbero considerare separatamente, una per
una, tutte le loro componenti connesse.
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Grafi

Grafi (12) – grafi e sottografi
Dato un grafo G = (V, E), un sottografo di G è un grafo G’ = (V’, E’)
tale che V’ Í V ed E’ Í E.
• Dato un sottoinsieme V’ di V, si definisce sottografo indotto da

V’ il sottografo di G che ha come insieme dei nodi l’insieme V’ e
come insieme degli archi l’insieme di tutti gli archi di G che
collegano nodi in V’.

• Un sottografo G’ = (V’, E’) è ricoprente per G se V’ = V.

Grafo G Sottografo
indotto G’

Sottografo G’ Sottografo
ricoprente G’
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Grafi

Grafi (13) – rappresentazione in memoria

Vi sono diverse tecniche per rappresentare un grafo in memoria; tra
esse:
• liste di adiacenza
• matrice di adiacenza
• matrice di incidenza
• lista di archi

Le prime due tecniche sono quelle più spesso utilizzate in pratica.

Come vedremo nel seguito, e come abbiamo già visto in generale
nelle strutture dati, non c’è un modo per memorizzare grafi che
risulti migliore in assoluto: è la natura del problema da risolvere
che può determinare la scelta della tecnica di rappresentazione del
grafo più idonea alla soluzione.
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Grafi

Grafi (14) – liste di adiacenza
Vettore Adj[] di |V | puntatori, uno per ciascun nodo in V, che
rappresentano la testa di |V| liste.

∀v∈ V, Adj[v] ⟼ lista con i nodi adiacenti a v in G.

Così, un arco (u, v) di un grafo non orientato appare due volte nelle
sue liste di adiacenza:
• esiste u nella lista puntata da Adj[v];
• esiste v nella lista puntata da Adj[u].

Se, invece, il grafo è orientato, l’arco (u, v) appare una sola volta:
• esiste v nella lista puntata da Adj[u].

Nota. Per rappresentare un grafo pesato è sufficiente aggiungere ad
ogni elemento delle liste un campo che contiene il peso dell’arco.
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Grafi

Grafi (15) – esempio di liste di adiacenza

3

1 2

5 4

Adj

1 5 3 /4

2 /5

2 /4

2 5 /3

4 1 /2

1

2

3

4

5

Occupazione in memoria: 𝜣(n)+ 𝜣( )= 𝜣(n+m)
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Grafi

Grafi (16) – matrice di adiacenza
Matrice A di |V|𝟐 interi, nella quale:
• A[i, j] = 1 se e solo se l’arco (i, j)∈ E;
• A[i, j] = 0 altrimenti

Se il grafo è non orientato, A è simmetrica rispetto alla diagonale
principale (perché A[u,v]=A[v,u]).

Se il grafo è orientato la definizione è identica, ma le coppie che
rappresentano l’arco sono ordinate e quindi la matrice non risulta più
simmetrica.

Nota. Per rappresentare un grafo pesato è sufficiente memorizzare
nella matrice i pesi degli archi anziché il valore 1.
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Grafi

Grafi (17) – esempio di matrice di adiacenza

3

1 2

5 4

1 2 3 4 5

1 1 1

2 1 1 1 1

3 1 1

4 1 1 1

5 1 1 1

Occupazione in memoria: 𝜣(n2)
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Grafi

Grafi (18) – matrice di incidenza

Matrice I di n righe (una per ogni vertice) ed m colonne (una per
ogni arco), nella quale in ogni colonna vi è un 1 in corrispondenza
delle righe relative ai due nodi in cui l’arco in questione è incidente.

Per memorizzare un grafo orientato basta rappresentare in modo
differente il nodo di partenza e quello di destinazione di ciascun arco
(ad esempio con -1 e 1, rispettivamente).

Nota. Per rappresentare un grafo pesato è sufficiente memorizzare
nella matrice i pesi degli archi anziché il valore 1.
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Grafi

Grafi (19) – esempio di matrice di incidenza

3

1 2

5 4

a

b

c

d

e

f

g

b c d e

1 1 1

2 1 1 1

3 1

4 1

5 1 1 1

1

1

1

1

f ga

Occupazione in memoria: 𝜣(nm)
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Grafi

Grafi (20) – lista di archi

Vettore L di m elementi che contiene tutti gli archi del grafo.

Ogni elemento del vettore rappresenta un arco (u, v) mediante la
coppia degli indici dei nodi u e v in cui esso è incidente.

Un grafo orientato verrà rappresentato allo stesso modo, ma gli
archi andranno considerati come orientati dal primo al secondo
indice.

Nota. Per rappresentare un grafo pesato è sufficiente aggiungere ad
ogni elemento del vettore un campo che contiene il peso dell’arco.
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Grafi

Grafi (21) – esempio di lista di archi

3

1 2

5 4

a

b

c

d

e

f

g

5

1

1

2

5

2

4

5

2

3

4

3

4

2

1 2 3 4 5 6 7

2

1

Occupazione in memoria: 𝜣(m)
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Grafi

Grafi (22) – confronto fra rappresentazioni
Confrontiamo le varie rappresentazioni di grafi dal punto di vista
dell’occupazione di memoria e del costo computazionale di due
semplici operazioni.

Occupazione di memoria

Liste di adiacenza Ө(n + m)

Matrice di adiacenza Ө(n2)

Matrice di incidenza Ө(nm)

Lista di archi Ө(m)
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Grafi

Grafi (23) – confronto fra rappresentazioni

Dato il vertice v, calcolare degree(v)

Liste di adiacenza
Ө(degree(v))

Si scorre la lista puntata da Adj(v)

Matrice di adiacenza
Ө(n)

Si scorre la v-esima riga della matrice

Matrice di incidenza
Ө(m)

Si scorre la v-esima riga della matrice

Lista di archi
Ө(m)

Si scorre l’intera lista di archi
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Grafi

Grafi (24) – confronto fra rappresentazioni

Dati i vertici u e v, l’arco (u, v) ∈ E?

Liste di adiacenza
Ө(degree(u))

Si scorre la lista puntata da Adj(u)

Matrice di adiacenza
Ө(1)

Si ispeziona l’elemento M[u,v] della matrice

Matrice di incidenza

Ө(m)

Si scorre la u-esima riga della matrice; 

quando si trova un 1 si verifica se nella nella

riga v-esima della stessa colonna è posto 

un 1

Lista di archi
Ө(m)

Si scorre l’intera lista di archi
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Grafi

Grafi (25) – confronto fra rappresentazioni
Nota. in generale un costo Ө(degree(v)) è molto più favorevole
rispetto sia a Ө(n) che a Ө(m) perché, anche se
degree(v)=O(n), di solito lo stesso costo va conteggiato su tutti i
nodi e la somma dei gradi di tutti i nodi di un grafo non
orientato:

# 𝑑𝑒𝑔𝑟𝑒𝑒(𝑣*
+

*,-
))

è pari a 2m, come abbiamo già visto.

Se il grafo è orientato, una analoga considerazione può essere
fatta dato che:
• la somma dei gradi uscenti di tutti i nodi è pari a m;
• la somma dei gradi entranti di tutti i nodi è pari a m.
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