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Il problema

Problema 1: Dato un albero B e due suoi nodi u e v, il minimo antenato
comune di u e v (Ica(u, v) per low common ancestor) e la radice z del piu
piccolo sottoalbero di B che contiene sia u che v (vedi esempi in Figura).

Scrivere una funzione Lca(B, u, v) in ciascuna delle seguenti situazioni,
discutendo la correttezza e la complessita in tempo/spazio delle vostre
soluzioni: [...]

L’ osservazione
cruciale e che la
sequenza di nodi
dalla radice ai

due nodi v e v

¢ la stessa fino

a lca(u, v) compreso

Figura 1: z =lca(u,v), 2/ =v' =lca(v/,v’), 2 = lca(u,v') = lca(v’/,v)




usando pathToX(B, u)

1. B € un albero binario rappresentato a record e puntatori, senza visitare B,
ma usando (e senza scrivere) la funzione L = pathToX(B, u) che carica la lista
L con la sequenza di nodi nel cammino che lega la radice di B al nodo u;

Vista 1’osservazione cruciale, prese le due liste, e sufficiente trovare
la prima coppia di nodi (delle liste) che contiene nodi diversi
(dell’albero), e restituire il nodo precedente (di una qualsiasi, tanto
sono uguali!).

Un modo elegante, e fare tutti i controlli su U->next ed V->next.

Attenzione che una delle due liste (che
hanno sempre almeno un elemento
assumendo u, v € B) potrebbe finire prima
(questo succede quando u e v sono tra loro
in relazione di

def Lca-1(B, u, v):
U = pathToX(B, u)
V = pathToX(B, V)
return primoDiverso(U, V)

discendente/antenato. def primoDiverso(L, M): # L, M # NULL
pathTox & O(n) e alloca while L->next !=NULL
una lista O(h), dove n e il and M->next != NULL
numero dei nodi di B, e and L->next->key == M->next->key:
h é la sua altezza. L, M = L->next, M->next

return L->key




Albero con puntatore up

2. nella rappresentazione di B c’e il pointer up al padre e alla funzione
vengono passati solo i puntatori ai nodi u e v (usare opportune strutture
dati ausiliarie);

Risalendo i pointer up al padre fino alla radice r di B (riconoscibile
dal fatto che r->up == NULL (0 EMPTY)) si possono costruire le liste
come al punto precedente (pero in tempo O(h)): attenzione che per
ottenere una funzione lineare senza porsi problemi (ad esempio
diversa profondita di u e v), occorre avere come prima il cammino
dalla radice a u e v. Poi si usa primoDiverso(U, V) come prima.

Questo viene naturale i forma iterativa usando cons, necessita di
una piccola astuzia in forma ricorsiva (vedi soluzioni reverse).

Oppure (prossima slide), pitt semplice, si usano delle strutture dati

che naturalmente rovesciano, e cioe due pile.
def pathToRoot(u):

L = NULL
def pathToRootRec(u, L): while u != EMPTY:
if u == EMPTY: return L L = cons(u, L)
return pathToRootRec(u->up, cons(u, L)) u = u->up

return L




Soluzione con pile

Notare che con le code comincerei a estrarre da u 0 da v, ma i
cammini non sarebbero “appaiati” perché u e v possono stare su
livelli diversi (qualcuno é riuscito a gestire bene questa soluzione).

Ma dallo stack esce prima 1'ultimo nodo inserito (cioe la radice...)

def pathToXStack(u):
def Lca-2(u, v): S = newStack()
U = pathToXStack(u) while u != EMPTY:
V = pathToXStack(v) push(S, u)
return primoDiversoStack(U, V) u = u->up
return S

def primoDiversoStack(S, T):
while not isEmpty(S) and not isEmpty(T)
and top(S) == top(T):
s, t = pop(S), pop(T)
return s # equivalente a return t
# 1’ultimo pop si ha con top(S)==top(T)




Albero binario di ricerca

3. B & un albero binario di ricerca e senza allocare memoria;

La soluzione a 1. ¢ anche una soluzione a questo caso, scrivendo
una funzione pathToXABR che sfrutta la struttura di ABR e quindi
trovando u percorrendo un solo cammino in tempo O(h) (piu
efficiente di pathToX) e allocando una lista di lunghezza O(h).

Tuttavia, si puo fare molto meglio, percorrendo un unico cammino
di B e senza allocare memoria: se la chiave di B € maggiore di
entrambi u e v si va verso sinistra, se € minore di entrambi si va a
destra... altrimenti € compresa e quindi ¢ il punto in cui le due
strade si separano e B e proprio lca(u, v) e si sospende la ricorsione.

In figura, la soluzione pit concisa ed elegante che ho visto un paio
di volte nei compiti.

def Lca-ABR(B, u, v):
if key(B) < min(u, v):
return lca-ABR(right(B), u, v))
if key(B) > max(u, v):
return lca-ABR(left(B), u, v))
return B




Albero generico con un’unica visita

4. come al punto 1, ma facendo un’unica visita di B e senza usare strutture
dati ausiliarie.

Questo era senz’altro il punto pitt impegnativo, ma era sufficiente
adattare opportunamente le soluzioni a problemi come nod:
equilibrati (problema 7.2) o baobab (problema 7.1).

Qui, usiamo 3 valori di ritorno: il nodo minimo antenato comune (se
trovato, EMPTY altrimenti) e due valori booleani tu e tv che ci dicono
se la chiamata ha trovato rispettivamente u e v.

A questo punto, occorre fare I'analisi dei casi possibili sui risultati
delle chiamate ricorsive (noiosa ma non particolarmente difficile):

* se B # EMPTY allora il lca(u, v) e stato trovato nel sottoalbero e mi
limito a comunicarlo al(l’eventuale) chiamante;

* se u e stato trovato a destra [sinistra] e v a sinistra[destra], allora e
B e proprio leca(u, v);

* se B=u [B =7]ev [u] trovato in un sottoalbero, B ¢ lca(u, v);
* infine, se B = u [B = v] torno al chiamante il valore True per tu [tv].



Soluzione smart

L’analisi dei casi & quasi piu chiara nella forma schematica del
codice. La complessita e O(n) perché si fa un’unica visita, non si
allocano strutture dati, tranne quelle necessarie alla ricorsione.

Al solito, per rispettare il prototipo che richiede un unico valore di
ritorno, si fa una funzione ausiliaria.

def 1lcAux(B, u, v):
if B == EMPTY:

return EMPTY, False, False
BL, tulL, tvL = 1lcAux(left(B))
if BL != EMPTY:

return BL, True, True
BR, tuR, tvR = lcAux(right(B))
if BR != EMPTY:

return BR, True, True

Ricordate che and
(prodotto logico)

associa piu di or

(somma logica)

def 1lca-4(B, u, v):
B, bl, b2 = 1cAux(B, u, v)
return B if B

if tul and tvr or tur and tvl:
return B, True, True
== u and (tvL or tvR)

or B == v and (tuL or tuR):
return B, True, True
return EMPTY, tuL or tuR, tvL or tvR




Segmento piu lungo
di spessore al pinu s




Problema 2: idea base

Ricordiamo che lo spessore di un segmento di vettore numerico v[inf, sup)
di o, e defin@to come spe\ss(v[znf , SUP)) = MAX; i< finf sup) V1] - v[j]. Dare un
algoritmo di complessita O(nlog n) che dato un vettore v di lunghezza n e
un valore s, calcola il segmento pitt lungo di spessore minore o uguale ad s.

SUGG.: Utilizzare un’opportuna struttura dati per calcolare in modo
efficiente spess(v[i, j)) conoscendo spess(v[i — 1, j)) oppure spess(v[i, j — 1)).

Come nel segmento di somma s (caso positivo), abbiamo che lo
spessore € monotono rispetto all'inclusione di segmenti, cioe se

linf, sup) & [inf, sup’) allora spess(v|inf, sup)) < spess(v[inf’, sup’)).
Quindi, se analizzo i segmenti del tipo [7, j], quando spess(v[i, 1)) > s
posso escludere tutti i segmenti del tipo [7, 7] conj” > j.

Se spess(v[i, j)) < s, posso anche evitare di riesaminare tutti i
segmenti del tipo [i’, j] con i” > i, in quanto piu corti.

Di conseguenza, se spess(v[i, j)) < s, vado a vedere spess(v[i, j+1)),
viceversa se spess(v[i, j)) 2 s, ricomincio a vedere spess(v[it+1, j)).

A differenza delle somme, non sembra pero possibile calcolare
spess(v[it], j)) e spess(v[i, j+1)) a partire da spess(v[i, 7)) in 6(1).



Algoritmo

Ecco il codice, semplice ed efficace.

Per la terminazione, osservate che la funzione 2n - i - j € positiva,
perché i <j <n e a ogni iterazione, o incremento i o incremento j e
quindi decresce.

1 <jperché sei =], allora lo spessore e 0, ma allora al prossimo giro,
sicuramente si incrementa j (assumendo s > 0). Ma questo ci da
anche un upper bound al numero di iterazioni, che e 2n.

def maxSegSpess(v, s): HREQ: s>=0
n, maxL, i, j = len(v), 06, 0, ©
while j < n:
if spess(v, i, j) < s
if j - 1 > maxL:
maxL = j - 1

j=3+1
else:
i=1+1

return maxL




Complessita e miglioramenti

Calcolando spess(v, i, j) con la funzione sotto, usata nella
soluzione del primo esonero, il calcolo dello spessore e O(sup - inf)
che a sua volta € O(n) in media. Cio porta a un algoritmo di
complessita O(n?).

Ma e possibile calcolare massimi e minimi in tempo O(log n)?

In generale no, ma organizzando gli elementi del segmento v[;, j] in
uno heap oppure in un ABR bilanciato si.

Immaginiamo di avere gli elementi del segmento v[i, /] memorizzati
in un red-black tree: max e min si calcolano in 6(j - 1) = O(log n).

Inoltre I'operazione j = j + 1 causera 'inserimento dell’elemento v|j]
(costo O(j - i) = O(log 1)), mentre 'operazione i =i + 1 causera la
rimozione v|i] (costo O(j - 1) = O(log n)).

def spessore(v, inf, sup):
return max(v, inf, sup) - min(v, inf, sup)




Algoritmo con red-black tree

La funzione e del tutto analoga, a parte la gestione dell’albero R.

Essendo R un red-black tree, € bilanciato e le operazioni di calcolo
del massimo, minimo, inserzione e rimozione si fanno in

O( - 1) = O(log n).

Ognuna di queste operazioni si ripete al piu O(n) volte, per cui
l’algoritmo ha una complessita O(n log n).

def maxSegSpess(v, s): HREQ: s>=0

n, maxL, i, j = len(v), 0, 0, ©
R = newRedBlack()
while j < n:

if spessABR(R) < s

def spessABR(R):
# PREC: R e ABR bilanciato
return maxABR(R) - minABR(R)

if j - 1 > maxL:
maxL = j - 1

j=3+1

insert(R, v[j])

else:
remove(R, v[i])
i=1+1
return maxL




Soluzioni con Heap

Pur ottenendo essenzialmente le stesse complessita, € intuitivo che
uno heap permetta di implementare una coda con priorita in modo
piu efficiente (sia in tempo che in spazio) di un red-black tree.

Dovendo calcolare massimi e minimi, dovremo avere due heap, un
min-heap e un max-heap.

Il problema é che nell’algoritmo precedente, dobbiamo estrarre
elementi che non sono il massimo (o il minimo), operazioni che
non sappiamo fare in modo efficiente.

D’altro canto, se v[i] non e il minimo [massimo] rimuoverlo non
modifica il minimo [massimo]: posso lasciarlo nell’heap.

Possiamo quindi memorizzare sull’heap un record con le
informazioni valore (v[i]) e indice (i): in rimozione rimuovero tutti i
minimi [massimi] che hanno un indice :’< i dell’elemento v[:] che sto
rimuovendo (nessuno se v[i] non € il minimo [massimo]).



Algoritmo con Heap

Ecco il codice. L’unica cosa interessante ¢ la funzione removeMin
[removeMax] che rimuove ricorsivamente tutti i minimi successivi di
indice minore di i: il numero di estrazioni di minimo [massimo] sara
in ogni caso limitato dalla lunghezza n del vettore.

def maxSegSpess(v, s): #REQ: s>=0
n, maxL, i, j = len(v), 0, 0, ©
Hmin, Hmax = newMinHeap(), newMaxHeap()
while j < n:
if spessHeap(R) < s
if j - 1 > maxL:

maxL = j - i
j=3+1
insert(Hmin, v[j], J)
insert(Hmax, v[jl, 3j)

def removeMin(H, v, i):
# PREC: H @ un minHeap
val, ind = min(H)

if ind <= 1i:
estraiMin(H) else:
removeMin(H, v, 1) removeMin(Hmin, v[i], i)
removeMax(Hmax, v[i], i)

i=14+1
return maxL




