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(esercizio 7.1




Verifica se un albero é un baobab

Un albero binario con i nodi contenenti valori numerici € un baobab se il valore conte-
nuto in ciascun nodo € maggiore sia della somma dei valori contenuti nel sottoalbero
sinistro che della somma dei valori contenuti nel sottoalbero destro.

Scrivere lo pseudocodice di un algoritmo che preso un albero memorizzato a
record e puntatori verifica se si tratta di un baobab. Valutare la complessita (&
possibile scrivere un algoritmo ©(n), che fa un’unica visita dell’albero).

Noi cominciamo con una versione “facile” che invoca la funzione

peso definita nella lezione 17 che calcola la somma delle chiavi di un
albero binario.

def baobab(B):
if B == EMPTY:
return True
if key(B) > peso(left(B))
and key(B) > peso(right(B))
and baobab(left(B))
» and baobab(right(B)):
return True
return False

O(n log n) se B
bilanciato,
0(n?) altrimenti

Attenzione che la
proprieta deve
essere verificata
su tutti i nodi!




Baobab: algoritmo lineare

La versione lineare si ottiene facendo un’unica visita dell’albero e
calcolandosi le somme dei sottoalberi mentre si verifica la proprieta
di ogni sotto-albero di essere un baobab.

A tal scopo, si torna un valore in pitu come risultato, il peso del
sottoalbero.

6(n)
def baobabAux(B):
if B == EMPTY:
return True, © def baobab(B):
bL, pL = baobabAux(left(B)) b, p = baobabAux(B)
bR, pR = baobabAux(right(B)) return b

if key(B) > pL
and key(B) > pR
and bL and bR: un sottoalbero non
baobab implica che
I'albero non é un
baobab: il peso non
e piu rilevante

return True, pL + pR + key(B)
return False, 42 4—




Terzo Esonero
autunno 2022
(esercizio 7.4)




inclusione tra insiemi come ABR

Supponiamo di aver rappresentato insiems di chiavi con alberi binari di ricerca bilan-
ciati. Descrivere un algoritmo per determinare se A C B (siano m = |A| e n = |B|
le cardinalita degli insiemi e quindi i nodi degli alberi).

Potete dare una soluzione:
1. tempo: O(mlogn) senza allocare strutture dati ausiliarie;
2. tempo: ©(m + n), spazio allocato: ©(m + n) o ¥anche solo ©(m);

3. **tempo: ©(m + n), spazio allocato: ©(logm + logn) oppure (per gli impa-
vidi) ***gpazio ©(1) (assumendo di avere puntatore up al padre).

Forse giova chiarire che era richiesta solo una soluzione, e che i 3
punti erano suggerimenti per soluzioni pitt 0 meno efficienti e/ o
pitt o meno difficili.

Mentre 1. e 2. le ritengo alla portata di tutti, quelle in 3.
necessitavano di capire a fondo alcuni dettagli non banali, in

particolare sulla trasformazione della ricorsione in iterazione (della
visita in-order in questo caso).



O(m log n) senza allocare memoria

1) Si visita tutto A e per ogni nodo u di A si cerca la chiave key(u) in
B. Essendo A e B degli ABR bilanciati, abbiamo /€ 6(log n), e
quindi la ricerca in B costa 6(log n).

Dovendola fare per tutti i nodi di A, il costo toale e 8(m log n).

def inclusoABR(A, B):
if A == EMPTY:
return True

return searchABR(B, key(A)

and inclusoABR(1left(A), B)

and inclusoABR(right(A), B)




O(m+ n), spazio O(m+ n)

2a) In questo caso conviene fare una visita in-order di entrambi gli

alberi, caricando i risultati in due

strutture dati linearsi.

Siccome le strutture dati risultano ordinate essendo A e B degli
ABR, si applica poi l'idea di merge per vedere se gli elementi della
prima sono tutti presenti nella seconda.

Qui, usiamo due code, e assumiamo di avere una funzione first(Q)
che ispeziona il primo elemento di Q) senza estrarlo (analoga alla top

delle pile).

lo stesso.

def inclusoABR-Q(A, B):

Qa, Qg = newQueue newQueue ()
abrSuCoda(A, QA)
abrSuCoda(B, Qg)
return inclusa-Q(Q,,

6(n)

if

return False

Liste e pile, con le opportune differenze andavano be M
m+n

A/’kalgffi%rcLusa Q(Q, R):
%;\?ffif2;> if first(Q) < first(R):

S

ile not isEmpty(Q) and not isEmpty(R):

return False
if first(Q) == first(R):
dequeue(Q)
dequeue(R)
isEmpty(Q):
return True

se ho svuotato Q ho

travato tutti in R,
ma se Q non vuota e
R vuota...



O(m + n), spazio 6(n)

2b) In questo caso memorizziamo su una coda solo le chiavi
dell’albero B: dopodiché applichiamo sempre 1'idea di merge di
inclusa-Q mentre si visita I’albero A.

La complessita globale rimane la stessa perché ogni chiamata della
funzione ha costo costante e si fa almeno un passo avanti sull’albero
o sulla coda.

O (m+n
def inclusaAux(A, Q): EQ\_i\ﬂ_)

P if A == EMPTY: return True
b 7&// if isEmpty(Q): return False
def inclusoABR-Q(A, B): . - .
’ if not(inclusaAux(left(A), Q):
Q = nerueue() return False
abrsuCoda(B, Q while key(A) < first(Q):

return inclusaAux(A, Q)

dequeue(Q)

if key(A) == first(Q): dequeue(Q)
else return False

return inclusaAux(right(A), Q):




Allocando memoria 6(log m + log n )

3a) Non e evidente come fare un’unica visita ricorsiva di due alberi
aventi strutture diverse, in modo da confrontare i nodi come fatto
nelle soluzioni precedenti, mantenendo “appaiate” due distinte
visite in-order.

Le soluzioni del punto 3 si possono fare cercando di “linearizzare”
"albero cercando il prossimo nodo che apparirebbe in una visita
in-order: un modo e quello di gestire “manualmente” la pila di una
visita ricorsiva: sulla pila, avro al piu 6(h) valori, cioe 8(log n)
essendo gli alberi bilanciati.

Nella pila mettiamo i nodi e la prossima mossa da fare, che sara un
valore tra i quattro valori seguenti:

 LEFT (cioe visitare il sottoalbero sinistro),

* ROOT (cioe visitare la radice)

* RIGHT (devi esplorare la radice e poi il sottoalbero destro),

» UP (devi tornare al padre, cioeé scaricare la pila).



Prossimo nodo

nextInOrder mima la visita in-order iterativa (vedi Lezione 19)
trovando il prossimo nodo. S e lo stack con I"attuale cammino di
visita che porta al nodo corrente (sul top dello stack).

def nextInOrder(S):
if isEmpty(S): return EMPTY

B, m = estraiIO(pop(S))

if B == EMPTY: return nextInOrder(S)S£§:

if m == LEFT: |
push(S, crealO(B, ROOT))
push(S, crealO(left(B), LEFT))
return nextInOrder(S)

if m == ROOT:
push(S, crealO(B, RIGHT)
return B

if m == RIGHT:

push(S, creaIO(B, UP))

push(S, crealO(right(B), LEFT)) creaIOtzgstraiIOE%WUQno

return nextInOrder(S) per caricare e leggere il
record sulla pila come in

if m == UP: .. ]
Hanoi iterativo
return nextInOrder(S)

all’albero vuoto
scarico il nodo

quando tornero

— qui, leggo il nodo

finito l'albero destro
si torna al padre




Soluzione Finale

Usando nextInOrder, possiamo leggere linearmente in ordine i nodi
di un ABR e procedere esattamente come quando avevamo a
disposizione le due code... o quasi.

def inclusoIter(S):

SA, SB = newStack(), newStack()

push(SA, creaIO(A, LEFT))

push(SB, crealO(B, LEFT))

u = nextInOrder(SA)

v = nextInOrder(SB)

while u != EMPTY and v != EMPTY:
if key(u) < key(v): return False
if key(u) == key(v):

nextInOrder(SA)

nextInOrder(SB)

if u == EMPTY: return True

return True




Senza allocare memoria, pointer up

3b) Si puo fare una visita completamente iterativa e senza allocare
memoria, usando lo stesso principio della soluzione precedente se si
dispone anche del pointer up.

La prossima mossa da fare non si memorizza, ma si riesce a
determinare a seconda da dove si arriva su un nodo (sia u il nodo
corrente e v il precedente):

1. se arrivo dal padre, devo andare prima a sinistra, questo succede
se up(u) = left(v) oppure se up(u) = right(v).

2. se sono appena risalito da sinistra, devo visitare la prima la
radice e poi il sottoalbero destro: questo succede se left(u) = up(v).

3. se sono appena risalito da destra, devo tornare al padre: questo
succede se right(u) = up(v).

Il tutto complicato da tutti i controlli per verificare i casi in cui
up(u), left(u), right(u) sono vuoti: lasciamo scrivere il codice al
buon/a lettore/rice laborioso/ a.

Morale: devo memorizzare solo 2 nodi (corrente e precedente)



reverse su liste
(esercizio 6.4)




reverse su liste semplici

» Problema: scrivere un programma che rovescia una lista semplice.

La funzione reverse € una specie di test per la ricorsione. La
versione ricorsiva “naturale” € quadratica, perché aggiungere in
coda e lineare nella lunghezza della lista rovesciata in costruzione.

Come in altre occasioni, il trucco consiste nel comunicare
informazione tra diverse chiamate ricorsive.

Costruiamo il risultato all’andata su un parametro ausiliario.

def reverse(L): (1)

if L==NULL or L->next==NULL:
return L
return add(L->key, reverse(L->next)

funzioni che
creano una
nuova lista

def reverse(L): /7565““}

if L==NULL or L->next==NULL:
return reverseAux(L, NULL)

def reverseAux(L, M):
if L==NULL: return M
return reverseAux(L->next, cons(L->key, M)




reverse su liste semplici 11

Il rovesciamento & uno dei pochissimi problemi che risulta piu
facile iterativamente, ma per complicare le cose vediamo la
versione che modifica la lista, senza allocare nuova memoria.

® Esercizio: fare la versione ricorsiva che sposta i puntatori.

generica

def reverseIt(L): E\i@ iterazione aux

1Curr = L R

R = NULL # risultato ¢

while 1Curr # NULL: ICurr
aux = lCurr->next "I’" 1 T‘ 2 | =T NULL
1Curr->next = R *
R = 1Curr R
1Curr = aux ﬁF' 3 |+ 4 |t NULL

return R

funzione che

sposta 1
puntatori




That’s all Folks!
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