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Bilanciamento degli ABR

Le principali operazioni degli insiemi dinamici sugli alberi binari
di ricerca (ricerca, min/max, pred/succ, inserimento, rimozione)
hanno tutte complessita asintotica O(h), dove h e I'altezza dell’ ABR.

Se I’albero e bilanciato i = 6(log n), altrimenti /1 puo essere anche
O(n) (caso pessimo: albero filiforme), causando una complessita
uguale a quella di un vettore non ordinato per insiemi dinamici.

Le tecniche di bilanciamento mirano ad assicurare h = 6(log n)
senza peggiorare la complessita di inserimenti/rimozioni (le
operazioni di interrogazioni non cambiano).

Ci sono diversi approcci (AVL, B-alberi, treap, alberi splay). Noi
vedremo gli alberi rosso-neri (red-black trees).

® Esercizio: In un ABR non possiamo scegliere dove inserire. Qual &
la sequenza pessima di inserimento in un ABR?

E quella ottima?



Red Black Trees: definizione

Un albero rosso-nero (RB-albero per Red-Black) e un albero binario
di ricerca in cui ogni nodo ha un attributo colore che puo essere
rosso o nero (e quindi una struttura dati aumentata).

Tutti i nodi hanno esattamente 2 figli (per comodita). A tale scopo
vengono aggiunte delle foglie fittizie (che non contengono chiavi).

Un RB-albero inoltre:

1.
2.

ciascun nodo e rosso o nero,

ogni cammino radice-foglia contiene lo stesso numero di nodi
neri (altezza nera o b-altezza);

se un nodo e rosso, entrambi i figli sono neri.
la radice & nera [condizione di comodo, ma non necessaria];

ciascuna foglia fittizia e nera [come sopra];



Red Black Trees: esempio

Vediamo un albero rosso-nero con b = 3 (altezza nera).Le foglie con
valore % sono le foglie fittizie.

Proposizione: 1'altezza h di un red-black tree e al piu 2b - 2.

Dim.: Posso avere al pitt un nodo rosso in mezzo a due neri, quindi
cammini con al pit 2b - 1 nodi. []

’ ’ ‘ ‘ Le foglie fittizie possono essere

una sola (puntata da tutti) con uno
specifico valore sentinella nella
chiave che le rende “riconoscibili”.



Red Black Trees: bilanciamento

Proposizione: Sia R un red-black tree con altezza nera b. Allora R ha
almeno 2% - 1 nodi e al piu 2% - 1 nodi.

Dim.: Il red black tree con il minor numero di nodi con altezza nera
b, & I"albero con soli nodi neri.

Essendo I'altezza nera costante, tutti i cammini sono lunghi uguale
ed & quindi un albero completo di altezza b-1. Quindi ha 27 -1 nodi.

Viceversa, quello con pit nodji, & ’albero in cui, in ogni cammino si
alternano nodi neri e nodi rossi.

Per def di red-black tree e la proposizione precedente, i cammini
hanno 2b - 1 nodi e quindi lunghezza 2b - 2. Si tratta ancora di un
albero completo e ha quindi 2?°-T - 1 nodi. ]

Corollario: L'altezza di un red-black tree di n nodi e 6(log n).

Dim.: Per la proposizione precedente, 1’altezza nera b € compresa tra
(log (n+1))/2 <b<log (n+1). D'altra parte, abbiamo b-1<h<2b -2
e quindi log (n+1)/2-1 <h<2log (n+l) - 2. L]



Red Black Trees: inserimento

Il corollario precedente assicura che le operazioni di interrogazione
(search, min/max, pred/succ) hanno complessita 6(log n) in un
red-black tree, in quanto un red-black tree € un ABR e tali
operazioni hanno complessita 6(h).

Ma cosa possiamo dire di inserzioni/rimozioni?
Il problema e mantenere le proprieta (1) - (5) di un red-black tree
dopo ogni modifica.

Vedremo brevemente come sia possibile inserire in un red-black tree
mantenendo le proprieta. La rimozione, al solito, € un po’ pit
complicata, ma segue le stesse tecniche e non verra discussa.

L’inserimento comincia con un normale inserimento in un ABR di
un nodo rosso: questa operazione puo violare solo la proprieta (3),
ossia l’alternanza tra nodi rossi e nodi neri.



Rotazioni

L’operazione fondamentale che useremo e la rotazione.

L’idea e trasformare un ABR in un altro, mantenendo la proprieta
di ABR [quindi la sequenza in-order delle chiavi] ma eventualmente
cambiando la profondita.

Osservate che le proprieta di ABR si mantengono per rotazione! Ad
esempio: a S x< [ <y<y.

» Esercizio: ideare come trasformare un ABR in qualsiasi altro con
le stesse chiavi con una sequenza [minima] di rotazioni.

S ()

right rotate

< left rotate
Y




Rotazioni: esempio

Vediamo un esempio significativo in cui un’operazione di rotazione
sinistra tende ri-bilanciare un ABR.




Rotazioni: pseudo-codice

Pseudocodice di rotateLeft (rotateRight e simmetrica).

def LeftRotate(T, x):

y = x->rgt

x->rgt = y->1ft

if y->1ft # dummyLeaf: y->1ft->up = X

y->up = X->up

if x->up == NULL: T->root =y
else if x == x->up->1ft: x->up->left =y
else: x->up->rgt =y

y->1ft = x

X->Up =y R
Yy

< left rotate




Anomalie in inserimento e soluzione

Come abbiamo detto si possono creare anomalie in inserimento:
siccome inseriamo nodi rossi, possiamo avere due nodi rossi uno
figlio dell’altro. Distinguiamo 3 casi.

Caso 1: Nodo x rosso, figlio di nodo rosso con zio rosso.

Questo e il caso semplice, I'anomalia viene rimossa semplicemente
cambiando i colori: notare che la b-altezza rimane uguale.

ricolorano i nodi

¢ puo aver creato una
nuova anomalia, ma
piu vicina alla radice.




Anomalie in inserimento e soluzione

Caso 3: Nodo x rosso, figlio di nodo rosso con zio nero.

Gi fa una rotazione destra e si modificano alcuni colori. Osservate
che in questo caso sono risolte tutte le anomalie (le radicidi «, f, e
Y sono necessariamente nere e 1’altezza nera non e cambiata).

C’é un caso simmetrico con x figlio destro di un nodo rosso b figlio
destro di ¢ con zio nero (sinistro).

rotazione destra
e ricolorazione




Anomalie in inserimento e soluzione

Caso 2: Nodo rosso x, figlio destro di nodo rosso b con zio nero.

Si fa una rotazione sinistra imperniata su b e si raggiunge
esattamente una situazione prevista dal caso 3.

Che e sempre risolutiva.

rotazione sin. >




Inserimento: esempio

due nodi rossi in fila.
z ha zio rosso y, caso 1

Risolvendo 'anomalia, se ne
e prodotta una piu in alto

La "soluzione” di un caso 2
porta sempre a un caso 3.

&

Case 3

Il caso 3 si risolve direttamente.
Sono state risolte tutte le anomalie
e I’ABR ha sempre altezza 3.




That’s all Folks!
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