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Qualche problema 
sulle liste



Esercizi 6.1, 6.2, 6.3
mergeSort su Liste



Vediamo la funzione merge tra liste, cioè la fusione ordinata di liste 
ordinate. 
La struttura è del tutto simile all’analoga funzione per i vettori, ma 
notiamo alcuni vantaggi:
• non è necessario spostare elementi ma solo puntatori
• non ci sono indici da ‘avanzare’

• non necessita di strutture dati ausiliarie.

Fusione ordinata tra due liste ordinate

def merge(L, M):
if L==NULL: return M
if M==NULL: return L
if L->key ≤ M->key:

L->next = merge(L->next, M)
return L

M->next = merge(L, M->next)
return M
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Vediamo la funzione mergeFun tra liste, cioè la fusione ordinata di 
liste ordinate che crea una nuova lista come risultato. 
La struttura è del tutto simile alla precedente:

• cons alloca i nodi della nuova lista
• osservate che è necessario copiare le code per evitare di costruire 

sharing con le liste originali

merge con creazione di nuova lista

def mergeFun(L, M):
if L==NULL: return copia(M)
if M==NULL: return copia(L)
if L->key ≤ M->key:

return cons(L->key, mergeFun(L->next, M))
else: return cons(M->key, mergeFun(L, M->next))



È possibile dividere una lista in due parti circa uguali 1. calcolando 
la lunghezza, 2. ”staccarle a metà”, e 3. restituire i puntatori al 
primo elemento e a quello in posizione 𝑛/2 .

Ciò però implica percorrere 2 volte la lista (la prima per contare la 
lunghezza, la seconda per posizionarsi nel punto giusto).
Seguiamo un’altra strada, che io chiamo l’algoritmo dei malfattori 
che si spartiscono il bottino dopo una rapina: “uno a me, uno a te” 
(di solito il processo termina prematuramente con una sparatoria).

Produrremo quindi due liste, una con gli elementi che occupano 
posto pari e una con gli elementi che occupano posto dispari.
Possiamo creare due nuove liste (sin) oppure spostare pointer (dx).

Dividere due Liste



Scriviamo la funzione dividi (in due versioni).

La prima (sx) scandisce la lista a due a due, creando due nuove 
liste. Osservate come sia sempre necessario verificare che un pointer
non sia NULL prima di interrogarlo su ciò che punta.
La seconda scandisce la lista elemento per elemento, il codice è 
molto più semplice. 

Usa il trucco di scambiare il ruolo delle due liste che si stanno 
producendo, in modo da attaccare una volta su una e la volta 
successiva sull’altra lista. Notare l’uso dei parametri e valori di 
ritorno per comunicare tra diverse chiamate ricorsive.

Dividi (in place)

def dividi(L):
if L==NULL: return NULL, NULL
if L->next==NULL: return L,NULL
P, D = dividi(L->next->next)
L->next->next = P
P = L->next #salvo il secondo
L->next = D
return L, P

def dividi(L, D, P):
if L==NULL: return NULL, NULL
D, P = dividi(L->next, P, D)
L->next = D
return L, P



È possibile modificare le funzioni precedenti al fine di ottenere la 
versione che crea due nuove liste.
Scriviamo la funzione dividi che genera due nuove liste, usando una 
nuova tecnica di programmazione: la mutua ricorsione.
Scriviamo due funzioni che si chiamano reciprocamente (l’effetto è 
identico a quello di scambiare il ruolo delle liste P e D).

Dividi (generazione nuove liste)

def dividiFun(L):
if L!=NULL:

D, P = dividi2Fun(L->next)
return cons(L->key, D), P

return NULL, NULL

def dividi2Fun(L):
if L!=NULL:

D, P = dividiFun(L->next)
return D, cons(L->key, P)

return NULL, NULL



A questo punto abbiamo tutti gli ingredienti per scrivere un’efficace 
versione di mergeSort sulle liste, semplicemente componendo 
adeguatamente dividi e merge.

Questo esempio è molto istruttivo per valutare pregi e difetti di 
liste e vettori:
• la mancanza di indici e accesso diretto complica l’operazione di 

suddivisione sia come codice che come complessità (diventa 𝛳(n))
• la maggiore flessibilità delle liste permette di evitare di allocare 

strutture dati ausiliarie per fare la fusione.
Essendo dividi e merge entrambe lineari, la relazione di ricorrenza 
rimane T(n) = 2 T(n/2) + 𝛳(n) e quindi la complessità 𝛳(n log n)

mergeSort sulle liste

def mergeSort(L):
if L == NULL: return NULL
P, D = dividi(L)
return merge(mergeSort(D), mergeSort(P))

𝛳(n)

𝛳(n log n)

𝛳(n)

T(n/2)



Esercizio 6.9
numeri di 

Cappanacci



Un’idea balzana era applicare la definizione induttiva alla lettera e 
fare un programma ricorsivo sullo stile del calcolo inefficiente dei 
numeri di Fibonacci.

➧Esercizio: calcolare la complessità di questo programma.
Si può, ovviamente, renderlo “efficiente” usando memoization.

Cappanacci: idee balzane

def cappanacciRec(n, k):
if n ≤ 0: return 0
if n == 1: return 1
ck = 0
for i=n-k-1 to n-1:

c = c + cappanacciRec(i) 
return c

def knacciRecAux(n, k, ck):
if n ≤ 0: return 0

# valore già calcolato
if ck[n] ≥ 0: return ck[n]
for i=n-k-1 to n-1:

ck[n] += knacciRecAux(i) 
return ck[n]

def knacciRecMem(n, k):
ck = allZero(n)
ck[1] = 0
return knacciRecAux(n, k, ck)

sempre meglio 
rispettare il 
prototipo



La soluzione canonica era caricare gli ultimi k valori calcolati in 
una coda. Ogni nuovo numero calcolato, si fa uscire quello calcolato 
k iterazioni fa, che non serve più.
Per calcolare quello nuovo, era bene osservare:

cn = cn-1 + cn-2 + … + cn–k+1 + cn-k e cn+1 = cn + cn - 1 + … + cn–k+1
da cui si ha che: cn+1 = cn + cn - cn–k = 2 cn – cn–k, evitando di 
risommare k elementi: così facendo si ha un algoritmo 𝛳(n) invece di 
𝛳(nk) che si ottiene rifacendo daccapo le k somme ogni volta.
Per rendere uniforme il codice, era opportuno caricare all’inizio 
nella coda k-1 zeri e un 1.

Cappanacci da 10

def knacci10(n, k):
Q = newQ()
for i=1 to k-1: enqueue(Q, 0)
enqueue(Q, 1)
ck = 1
for i=2 to n: 

old = dequeue(Q)
ck = 2*ck – old
enqueue(Q, ck)

return ck



A ben vedere, la coda viene usata in un modo molto particolare: ci 
sono sempre k elementi nella coda e a ogni iterazione ne tolgo uno e 
lo sostituisco con quello nuovo calcolato…

Si può fare molto meglio con un vettore! Ovviamente, occorre un 
po’ di cura in più con gli indici.
Morale: usare le strutture dati “preconfezionate” rende i programmi 
più semplici da scrivere. ”Specializzare” il comportamento alle 
caratteristiche del problema in esame permette di scrivere 
programmi più efficienti (anche a parità di costo asintotico) e…
… a volte più belli!

Cappanacci da 11

def knacci11(n, k):
ck = allZeroV(k)
ck[1] = 1
for i=2 to n: 

ck[i % k] = 2*ck[(i-1) % k] - ck[i % k]
return c[n % k]

il nuovo valore 
rimpiazza 

quello tolto


