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Far visita  
a un Albero…



L’operazione base sugli alberi è la visita, cioè ”esplorare” tutti i 
nodi dell’albero allo scopo di fare una certa computazione.
Le visite si distinguono per l’ordine dell’esplorazioni. Cominciamo 
con le visite in profondità, al solo scopo di scrivere le chiavi 
memorizzate nei nodi dell’albero. Cominciamo da semplici stampe. 
Nella visita in-ordine, si stampa:
1. prima il sottoalbero sinistro (in-ordine)
2. poi la radice
3. infine il sottoalbero destro (in-ordine).

Visite in profondità: in order

def inOrder(B):
if B ≠ EMPTY:

inOrder(left(B))
print(key(B))
inOrder(rigth(B))
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Nella visita in post-ordine, si stampa:
1. prima il sottoalbero sinistro
2. poi il sottoalbero destro.
3. infine la radice

Nella visita in pre-ordine, si stampa:
1. prima la radice
2. poi il sottoalbero sinistro
3. infine il sottoalbero destro.

Visite in profondità: pre/post-order

def preOrder(B):
if B ≠ EMPTY:

print(key(B))
preOrder(left(B))
preOrder(rigth(B))
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def postOrder(B):

if B ≠ EMPTY:
postOrder(left(B))
postOrder(rigth(B))
print(key(B))
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Per stampare la rappresentazione a parentesi è sufficiente una 
visita pre-ordine, in cui si aggiungano, al momento opportuno 
alcuni caratteri.
Colgo l’occasione per dire che usando funzioni, lo pseudocodice di 
queste funzioni è indipendente dalla rappresentazione. Vedremo 
poi però che per alcune funzioni c’è una grande differenza di costo.

Stampa a parentesi

def printTreePar(B):
if B ≠ EMPTY:

if isLeaf(B): print key(B)
else: 

print key(B)
print “(“
printTreePar(left(B))
print “, “
printTreePar(right(B))
print “)“

else: print “•”



La stampa indentata (qui in versione in-order) stampa i nodi 
spostati a destra a seconda del livello. 

Il livello (0 la radice, 1 i suoi figli, etc.) è un’informazione che è 
conveniente calcolare “in avanti”. Quindi il modo migliore è usare
un parametro ausiliario per tenere traccia del livello a cui siamo 
arrivati.

Stampa indentata

def pTreeIndAux(B, l):
if B ≠ EMPTY:

pTreeIndAux(left(B), l+1)
# stampiamo l*k spazi
printSpaces(l)
print B->key
pTreeIndAux(right(B), l+1)

def printTreeInd(B):
pTreeIndAux(B, 0)
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Fa eccezione la visita per livelli: siccome occorre esplorare i nodi 
dell’albero in un ordine che `non rispetta’ la struttura induttiva 
degli alberi, è necessario aiutarsi con una struttura dati.

Inoltre, è unico dei rari programmi sugli alberi che risulta essere 
risolto più efficacemente da una procedura iterativa.

Visita a Livelli

def levels(B):
queue Q = newQueue()
enqueue(Q, B)
while not isEmptyQ(Q):

C = dequeue(Q)
print C->key
if C->lft ≠ EMPTY: 

enqueue(Q, C->lft)
if C->rgt ≠ EMPTY: 

enqueue(Q, C->rgt)
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Notare che sulla coda ci sono sempre nodi di al più due livelli 
consecutivi.

Indichiamo con nodes(r) i nodi raggiungibili da r. I nodi non ancora 
visitati sono ∪r ∊ Q. nodes(r) (invariante) e questi diminuiscono di 1 a 
ogni iterazione (anche se i nodi nella coda aumentano!).

Visita a Livelli: esempio esecuzione
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Abbiamo visto le visite con codice ugualmente usabile se l’albero è 
rappresentato a R&P e Posiz. Ogni singolo problema può essere più 
o meno facile a seconda della rappresentazione. 

Vediamo qualche altro esempio.
• Trovare il padre: richiede una visita (cioè percorrere tutto 
l’albero) in R&P (a meno di non avere il pointer up), basta dividere 
per due in Posiz., immediato in VP.
• Distanza dalla radice: richiede una visita in R&P (a meno di non 
avere il pointer), basta calcolare log i in Posiz. (che cmq non è 𝛳
(1)!), inseguendo la sequenza di avi in VP.

Confronto tra Rappresentazioni (II)

def livello(c, p): 
# c indice nodo in VP

if c = p[c]: return 0
return 1 + livello(p[c], p)

def livello(C, B): 
# C nodo in B, R&P

if B==EMPTY: return -1
if B==C: return 0
ll = livello(C, left(B))
lr = livello(C, right(B))
if ll==-1 && lr==-1

return -1
return 1 + max(lr, ll)

𝛳(n)

𝛳(h)



Moltissime semplici funzioni su alberi si esprimono seguendo la 
logica della visita post-ordine: il valore della funzione viene 
calcolato dal valore della funzione calcolata sui sottoalberi, 
eventualmente combinato con il valore della radice.
Vediamo 3 semplici esempi.

Funzioni: max, nodi, altezza, peso

def maxBT(B):
if B == EMPTY:

return -∞
return max(B->key,

max(maxBT(B->lft), 
maxBT(B->rgt))

def nodi(B):
if B == EMPTY: return 0
return 1+nodi(B->lft)+nodi(B->rgt)

def peso(B):
if B == EMPTY: return 0
return B->key + peso(B->lft)

+ peso(B->rgt)

def h(B):
if B == EMPTY: return -1
return 1 + max(h(B->lft), 

h(B->rgt))



Due esercizi sugli 
Alberi Binari



Scriviamo una funzione che verifica se un albero è bilanciato in 
altezza. Possiamo ancora una volta seguire la logica post-order e 
scrivere una semplicissima funzione.

Osserviamo però che per calcolare l’altezza di un albero, si 
ricalcoliamo tante volte i valori dell’altezza per gli stessi sottoalberi.
Si ottiene una funzione di caso pessimo 𝒪(n2), che è nell’ordine di 
𝛳(n log n) se l’albero è bilanciato.

Bilanciamento: soluzione naïf

def bilanciato(B):
if B == EMPTY: return True
if bilanciato(B->lft)

and bilanciato(B->rgt)
and abs(h(B->lft) – h(B->rgt)) ≤ 1:

return True
return False
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È possibile calcolare tutto quanto ci serve 
in un’unica scansione dell’albero?



Come in altre occasioni, il trucco consiste nel comunicare 
informazione tra diverse chiamate ricorsive. 
In questo caso, l’informazione va passata all’indietro e possiamo 
usare i valori di ritorno: calcoliamo simultaneamente altezza e 
bilanciamento.

Bilanciamento: soluzione lineare

def bilanciatoAux(B):
if B == EMPTY: return True, -1
bl, hl = bilanciatoAux(left(B))
br, hr = bilanciatoAux(right(B))
if bl and br and abs(hl – hr) ≤ 1:

return True
return False

def bilanciatoSmart(B):
b, h = bilanciatoAux(B)
return b

𝛳(n)

si può evitare la 
seconda chiamata 

se bl è false.



Problema: Scrivere un algoritmo che preso un albero B e un valore x
torna la sequenza delle chiavi di un cammino dalla radice a un 
nodo con chiave x e NULL se x non viene trovato.

Idea: costruire una lista al ritorno, dopo aver trovato x. 
Si propaga NULL altrimenti.

➧Esercizio: scriverla sotto l’ipotesi che B sia un ABR. 

cammino fino a x

def pathToX(B, x):
if B == EMPTY: return NULL
if key(B) == x: 

return cons(x, NULL)
L = pathToX(left(B), x)
if L ≠ NULL: 

return cons(x, L)
L = pathToX(right(B), x)
if L ≠ NULL: 

return cons(x, L)
return NULL

[Scritto 17/6/16] 

𝛳(n)



Problema: Scrivere un algoritmo che preso un albero B restituisce la 
lista dei nodi al livello k. 
Molti studenti, leggendo “livelli” si sono lanciati su una visita a 
livelli, con tutte le complicazioni del caso (ad esempio riconoscere 
nodi allo stesso livello dentro la coda)

nodi di livello k

def levelK(B, k):
if B == EMPTY: return NULL
if k == 0: return cons(key[B], NULL)
return append(levelK(left(B), k-1),

levelK(right(B), k-1)

[secondo esonero 2016] 

Questa funzione è 
quadratica, se append
non si riesce a fare in 𝛳(1) 
come accade con le liste 
semplici. 

def levelK(B, L, k):
if B == EMPTY: return L
if k == 0: return cons(key[B], L)
return levelK(left(B), 

levelK(right(B), L, k-1), k-1)

Notare che si va prima a 
destra, poi a sinistra, per 
far uscire la lista dritta.

Prima si esegue la 
chiamata interna.

𝛳(n2)

𝛳(n)
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That’s all Folks!


