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differenza simmetrica 
(insiemi come vettori)



Il problema

Problema 1: Dati due vettori u e v ciascuno contenente elementi distinti, 
rispettivamente di lunghezza m ed n, si devono caricare in un vettore z (già 
allocato di lunghezza p = m + n) tutti gli elementi di u che non compaiono in 
v e tutti gli elementi di v che non compaiono in u. La funzione deve tornare 
come risultato il numero di elementi effettivamente ricopiati in z. 
Esempio: Dato u = {5, 2, 3} e v = {3, 7, 1, 2}, z può essere caricato con {1, 5, 7, 
♯, ♯, ♯, ♯} (non è rilevante l’ordine con cui gli elementi appaiono in z) e 
viene ritornato il valore 3 (♯ indica un valore qualsiasi). 
Scrivere lo pseudo-codice di diffSimm(u, v, z) in ciascuno dei seguenti 
casi: […]



Caso Generale: soluzione composiz.
1. u e v qualsiasi, senza modificarli e senza allocare memoria Θ(m + n); 

Al solito, in questo caso non c’è molto da fare se non cercare ogni 
elemento di u nel vettore v e, quando non è presente, ricopiarlo in z, 
aggiornando un contatore (c in queste soluzioni).
Poi ripetere la stessa operazione invertendo il ruolo dei vettori u e v.
Alla fine si torna il valore del contatore c.
Vediamo due soluzioni estreme, la prima fatta scomponendo la 
soluzione in molte funzioni: osservate il ruolo dell’ultimo parametro 
di diff, necessario per sapere dove scrivere in z (osservate che è 
sufficiente usare il contatore c allo scopo).

def diffSimm(u, v, z): 
# REQ : u e v senza ripetizioni

c = diff(u, v, z, 0)
c = diff(v, u, z, c)
return c

def diff(u, v, z, c): 
for i = 0 to len(u) – 1:

if trova(u[i], v) < 0:
z[c], c = u[i], c+1

return c



Caso Generale: soluzione monolitica
Notate che solo dopo aver esaminato tutti i v[j], copio u[i] in z[c] e 
analogamente nel secondo ciclo solo dopo aver esaminato tutti gli 
u[j], copio v[i] in z[c]. Osservate che il contatore c è sufficiente per 
sapere l’indice in cui scrivere su z, in modo che in z gli elementi 
rilevanti siano tutti contigui nella sua parte sinistra. 

def diffSimm(u, v, z): 
# REQ : u e v senza ripetizioni

c, m, n = o, len(u), len(v)
for i = 0 to m – 1:

j = 0
while j<n and u[i]!=v[j]: 

j = j+1
if j==n: z[c], c = u[i], c+1

for i = 0 to n – 1:
j = 0
while j<m and v[i]!=u[j]: 

j = j+1
if j==m: z[c], c = v[i], c+1

return c

𝛳(m n)

𝛳(m n)



Caso Ordinato
2. per due vettori ascendenti. Discutere la complessità e dire se, potendo 
modificare i vettori, al punto 1 sarebbe conveniente prima ordinarli e poi 
applicare questo algoritmo invece che usare quello che non li modifica; 

Al solito, nella soluzione composizionale, basta sostituire la ricerca 
sequenziale di trova con una ricerca binaria, diciamo la funzione 
ricbin, per abbassare la complessità da 𝒪(mn) a 𝒪(m log n + n log m).
Per semplificare l’analisi, se m = n, ciò significa scendere da un 
algoritmo quadratico 𝒪(n2) a un algoritmo ”linearitmico” 𝒪(n log n).
Questo era sufficiente per dire che, potendo modificare i vettori, è 
asintoticamente preferibile prima ordinarli e poi applicare 
l’algoritmo del caso 2 (che in totale fa sempre 𝒪(n log n) usando un 
algoritmo di ordinamento ottimo come mergeSort) che non applicare 
l’algoritmo che risolve il caso generale, non ordinato.
Tuttavia, c’è un algoritmo lineare per risolvere questo problema 
ispirato alla funzione merge (prossima slide).



Caso Ordinato merge-like
Se arrivo a verificare che u[i] < v[j] (u[i] e v[j] ancora potenziali 
elementi del risultato), posso escludere che u[i] ∊ v[j, n) perché v[j] è 
il minimo del segmento crescente v[j, n): quindi u[i] va ricopiato in 
z[c], incremento il contatore c e vado avanti su u, incrementando i.
Ragionamento analogo nel caso in cui v[j] < u[i], nel qual caso 
ricopio v[j] in z[c], incrementando c e j.
Infine, se u[i] = v[j], devo andare avanti su entrambi i vettori, 
incrementando sia i che j (u[i] e v[j] non appartengono al risultato).

def diffSimm(u, v, z): # REQ : u e v crescenti
c, i, j, m, n = 0, 0, 0, len(u), len(v)
while i < m and j < n: 

if u[i] < v[j]: z[c], i, c = u[i], i+1, c+1
else if v[j] < u[i]:z[c], j, c = v[j], j+1, c+1
else: i, j = i+1, j+1

while i < m: z[c], i, c = u[i], i+1, c+1
while j < n: z[c], j, c = v[j], j+1, c+1
return c

𝛳(m+n)

𝛳(m)

𝛳(n)



Caso valori interi in [min, max]
3. per due vettori contenenti valori in un intervallo noto [min, max] di interi 
sufficientemente “piccolo” (k = max − min∈ 𝒪(m + n)) 

Anche qui innumerevoli 
soluzioni possibili: 
vediamone 2 estreme, una 
che “riusa” la funzione conta 
(sopra) e una che “fa tutto in 
casa” (destra) con un solo 
vettore di contatori.

def diffSimm(u, v, z, max, min): 
# REQ : u e v con elementi in max - min

cu = conta(u, min, max) 
cv = conta(v, min, max)
for i = 0 to max – min:

if cu[i] + cv[i] == 1:
z[c], c = i + min, c+1

return c 

def diffSimm(u, v, z, max, min): 
# REQ : u e v con elementi in max - min

cuv = allZero(max – min + 1) 
for i = 1 to len(u):

cuv[u[i]-min] = 1
for i = 1 to len(v):

cuv[v[i]-min] = cuv[v[i]-min] + 1
for i = 0 to max – min:

if cuv[i] == 1:
z[c], c = i + min, c+1

return c 

𝛳(n+k)

𝛳(k)

𝛳(m+k)

𝛳(k)

𝛳(m)

𝛳(n)

𝛳(k)



quickSort/mergeSort
con “innesto” di 
ordinamenti naif



Problema 2

def quickSortK(v, k): 
quickSortAux(v, 0, len(v), k)
insertSort(v)

def quickSortKAux(v, inf, sup, k):
if sup – inf >= k: 

m = partiziona(v, inf, sup)
quickSortAux(v, inf, m)
quickSortAux(v, m, sup)

Per vettori “sufficientemente piccoli”, gli ordinamenti naif risultano più
efficienti di quelli avanzati. Nella seguente versione di quickSort si
sospendono le chiamate ricorsive quando l’intervallo da ordinare è più
piccolo di un dato k e si chiama insertSort per ordinare gli elementi rimasti
fuori posto: 

Uno/a studente/ssa mi ha 
giustamente bacchettato 
perché mancava il parametro 
k nella traccia nella funzione 
quickSortK.



Correttezza & Complessità
2.1) La funzione ordina correttamente il vettore v? In caso affermativo, argo-
mentare brevemente la correttezza, oppure spiegate cosa non funziona. 

In realtà, la funzione è sempre corretta, a patto che la prima 
funzione si limiti a modificare il vettore v in v’ senza modificarne gli 
elementi (cioè v’=multiset v, assumendo che insertSort ordini 
correttamente un qualsiasi vettore.

2.2) qual è la complessità asintotica attesa di questa versione di quickSortK? 
Sarebbe uguale se l’ultima chiamata fosse selectSort(v)? 

Sospendendo le chiamate su vettori lunghi al più k e assumendo 
(come accade nel caso medio) partizionamenti ragionevolmente 
bilanciati, l’albero delle chiamate ricorsive sarà profondo 𝛳(log n/k), 
per cui la complessità attesa di quickSortK è 𝛳(n log (n/k)). 
Il risultato sono ~n/k segmenti lunghi ~k tali che vi ≤ vi+1. Ciò 
significa che l’ultima chiamata di insertSort fa fare al più 𝛳(k) 
scivolamenti ad ogni elemento, quindi esegue in tempo 𝛳(nk), 
(equivalente a ordinare separat. n/k intervalli in tempo k2 ciascuno).
Viceversa, selectSort, eseguirebbe sempre in tempo 𝛳(n2).



E mergeSort?
2.3) Discutere cosa accade se applichiamo la stessa idea a mergeSort. Quale 
potrebbe essere un’idea migliore per sfruttare l’efficienza degli ordinamenti 
naif su vettori “piccoli” dentro mergeSort? 

Qualcuno ha osservato che mergeSort è scorretto, perché 
l’operazione di fusione ha la precondizione che i segmenti siano 
ordinati e questo non accade (risalendo nelle chiamate ricorsive) se 
mergeSort non arriva ai casi base (vettori di 0 o 1 elemento) che sono 
gli unici che si possono assumere ordinati. Tuttavia (vedi punto 2.1) 
anche se la fusione dà risultati imprevedibili, non modifica gli 
elementi del vettore e quindi la funzione continua a essere corretta. 
Ovviamente, l’ultima chiamata di insertSort però avrebbe in 
genere, complessità quadratica. L’idea giusta in questo caso è 
inserire le chiamate a un 
ordinamento naif (qualsiasi)
come casi base delle chiamate 
ricorsive (vedi funzione a destra).

def mergeSortK(v, inf, sup, k):
if sup – inf >= k:

m = puntoMedio(inf, sup)
mergeSort(v, inf, m)
mergeSort(v, m, sup)
fondi(v, inf, m, sup)

else: naifSort(v, inf, sup) 
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That’s all Folks!


