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Esercizi



Esercizio 4.1
Vettori Simili



Vettori simili: caso generale
1.1) Diciamo che due vettori u e v di lunghezza rispettivamente m ed n sono 
simili se contengono gli stessi elementi, eventualmente con molteplicità 
diverse. Ad esempio sono simili i vettori {1,2,1,2,2,4} e {4,1,4,2}.

Essendo i vettori disordinati, è necessario controllare che ogni valore 
in u occorra in v e che ogni valore in v occorra in u.
Ci sono molte soluzioni possibili, ecco la mia preferita.
In questo caso, la soluzione composizionale non perde nulla in 
efficienza rispetto a una doppia coppia di cicli for annidati, ma si 
guadagna in eleganza e semplicità.

def simili(u, v):
return incluso(u, v) and incluso(v, u)

def incluso(u, v):
for i=1 to len(u)-1:

if not trova(u[i], v) < 0: return False
# tutti gli elementi sono stati trovati
return True

𝛳(n)

𝛳(n2)

𝛳(n2)



Vettori simili: caso ordinato (1)
1.2) Risolvere lo stesso problema assumendo come precondizione che u e v
siano ordinati.

Al solito, semplicemente sostituendo una ricerca sequenziale con 
una ricerca binaria, posso abbassare la complessità (assumiamo m=n
per semplicità) da 𝛳(n2) a 𝛳(n log n).
Tuttavia, la soluzione migliore è adattare opportunamente la 
funzione merge per ottenere una complessità lineare nella lunghezza 
dei due vettori 𝛳(m + n).

def similiOrd(u, v):
return inclusOrd(u, v) and inclusOrd(v, u)

def inclusOrd(u, v):
for i=1 to len(u)-1:

if not ricBin(u[i], v): return False
return True

𝛳(n log n)

𝛳(log n)

𝛳(m log n)



Vettori simili: caso ordinato (2)

Il problema principale è trattare i “doppioni”, che però nel caso 
ordinato sono adiacenti. Ovviamente, due vettori simili senza 
doppioni devono anche necessariamente essere uguali.
Una possibilità è sempre posizionarsi sul primo (o ultimo) elemento 
di ciascuna sequenza di elementi uguali (al limite lunga 1) su 
entrambi i vettori e confrontare. 

def similiOrd(u, v):
i, j, m, n = 0, 0, len(u), len(v)

while i<m and j<n:
if u[i]!=v[j]: return False
i, j = i+1, j+1
# passa al prossimo diverso su u e v 
while i<m and u[i]==u[i-1]: i=i+1
while j<n and v[j]==u[j-1]: j=j+1

if (i==m and j<n) or (j==n and i<n): 
return False

return True

𝛳(m + n)

per essere simili i 
due vettori 

devono essere 
finiti all’unisono

Terminazione: 
m + n - (i + j)



Soluzioni alternative

A lezione ho insistito nel fare la funzione inclusoOrd, che forse era 
leggermente più intricata.

def inclusoOrd(u, v):
i, j, m, n = 0, 0, len(u), len(v)

while i<m and j<n:
if u[i] < v[j]: return False
if u[i] == v[j]:

i, j = nextD(u, i), nextD(v, j)
else: j = nextD(v, j)

if i<m: return False
return True

def nextD(u, i):
n = len(u)
for j = i+1 to n:

if u[j] != u[i]: return j
return n

per essere incluso
devo aver finito u
quando ho finito v

non ho più speranza 
di trovare u[i] perché v

è ascendente
nextD passa al prossimo 

indice contenente un 
elemento diverso



Vettori simili: valori in [min, max)
1.3) Risolvere lo stesso problema assumendo che i valori contenuti in u e v
appartengono tutti a un intervallo “piccolo” di interi [min, max). Diciamo che 
k = max – min ∊ 𝛳(m + n). 

Ovviamente qui l’idea 
è quella di applicare 
la tecnica di counting
Sort. Si può procedere 
in molti modi:
1. usare un unico 

vettore.
2. allocare due vettori 

di contatori cu e cv
Vediamo con un solo 
vettore.

def similiMinMax(u, v, min, max):
k = max - min
c = allZero(k)
for i=0 to len(u)-1:

c[u[i] - min] = 1
for i=0 to len(v)-1:

if c[v[i] - min] == 0: 
# elemento in v non in u

return False
else: c[v[i] - min] = 2

for i=0 to k - 1:
if c[i] == 1: 

# elemento in u non in v
return False

return True

𝛳(k)

𝛳(m)

𝛳(n)

𝛳(k)

𝛳(m + n + k)

opportuno 
”riscalare” 

[min, max) in 
[0, k)



Vettori simili: composizionalità!

Vediamo una soluzione decisamente più elegante: modifichiamo 
conta in modo da registrare in cu e cv solo la presenza (1) o 
l’assenza di un elemento (0). 
A quel punto i vettori sono simili se cu è uguale a cv. 

def similiMinMax(u, v, min, max):
cu = presenze(u, min, max)
cv = presenze(v, min, max)
return uguali(cu, cv)

def presenze(u, min, max)
c = allZero(max – min)
for i=0 to len(u)-1:

c[u[i] - min] = 1

𝛳(k)

𝛳(m+k)

𝛳(n+k)

𝛳(m+n+k)



Esercizio 4.2
Conteggio delle 

inversioni



➧Esercizio 1: Il numero di inversioni di un vettore v è il numero delle 
coppie di indici i < j ∊ dom(v) tali che v[i] > v[j] (assumere per semplicità 
che il vettore contenga tutti valori distinti).
1. dire quale sia il numero minimo e massimo di inversioni in un vettore v
di lunghezza n.
2. alla luce del punto precedente, stabilire la complessità minima di 
qualsiasi algoritmo che conta le inversioni una ad una e scrivere lo 
pseudocodice di un tale algoritmo.

Esercizio 4.2 (esonero 22/4/2022)

Il numero minimo di inversioni è 0 se il vettore è crescente, e il 
numero massimo è n (n - 1)/2 se è decrescente. 
Ciò implica che un algoritmo che le conta una ad una, ha complessità 
necessariamente 𝛀(inversioni(v)) che a sua volta può essere 𝛳(n2).
Insertion Sort ha complessità esattamente uguale alle inversioni di v. 
Però c’è sempre l’algoritmo ignorante…

def contaInv(v):
n, c = len(v), 0
for i = 0 to n-1:

for j=i+1 to n-1: 
if v[i]>v[j]: c++

return c



➧Esercizio 1: […] 3.★progettare un algoritmo divide-et-impera che conta il 
numero delle inversioni in tempo 𝛳(n log n). [SUGG: modificare l’algoritmo 
mergeSort e far calcolare alla funzione merge un opportuno valore]

Inversioni divide et impera

Qualcuno è giunto al punto a destra. So far, so good.
Ma cosa deve fare fondiC?

def fondiC(u, iu, su, v iv, sv, z, iz):
i, j, k, c = iu, iv, iz, 0
while i < su and j < supv:

if u[i] ≤ v[j]: 
z[k], i = u[i], i+1

else: z[k], j = v[j], j+1 
c = c + su - i

k = k + 1
… # copia code
return c

def inversioni(v, inf, sup):
if (sup – inf ≤ 1): return 0
m = puntoMedio(inf, sup)
il = inversioni(v, inf, m)
ir = inversioni(v, m, sup)
ni = fondiC(v, inf, m, sup)
return il + ir + ni

Deve fondere (=riordinare) 
e se un elemento arriva da 
destra supera tutti i valori 
non ancora ricopiati.



Esercizio 4.9
Distanza tra due 

Vettori



Problema: distanza tra due vettori

Problema: Dati due vettori, u[0, m) e v[0, n), contenenti ciascuno 
valori distinti (cioè i ≠ j⇒ u[i] ≠ u[j] e v[i] ≠ v[j]) determinare la 
distanza tra due vettori, formalmente:

dist(u, v) = min {|u[i] - v[j]| : 0 ≤ i < m, 0 ≤ j < n }
a) scrivere una funzione dist(u, v) che risolve il problema per ogni 
vettore u e v.
b) scrivere una funzione distOrd(u, v) nel caso in cui u e v siano 
ordinati in modo crescente.
c) scrivere una funzione dist0K(u, v, k) nel caso in cui u e v
contengano solo elementi nell’intervallo di interi [0, k)
d) dovendo risolvere il caso generale e potendo modificare i vettori, 
conviene usare la funzione dist oppure prima ordinare i vettori u e 
v e poi chiamare distOrd?



Distanza, caso generico: algoritmo

Al solito non resta che analizzare i valori assoluti di tutte le 
differenze di tutte le coppie e fare un minimo.
La complessità è evidentemente 𝛳(n・m).

def dist(u, v):
m, n, dist = len(u), len(v), +∞
for i=1 to m:

for j=1 to n:
d = abs(u[i] – v[j])
dist = min(d, dist)

return dist



Distanza caso ordinato: proprietà

Assumiamo di aver calcolato correttamente dist(u[0, i), v[0, j)).

Se u[i] > v[j], avrò necessariamente che u[i’] - v[j] > u[i] - v[j] per tutti 
gli indici i’ > i. Quindi, incrementando i (troverei differenze 
maggiori che non influenzerebbero dist(u, v) che è un minimo): 
quindi in tal caso incremento j. 
Dualmente, se u[i] < v[j], avrò necessariamente che u[i] – v[j] < u[i] -
v[j’] per tutti gli indici j’ > j e quindi incrementando j (troverei 
differenze maggiori (in valore assoluto) che non influenzerebbero 
dist(u, v) che è un minimo): quindi in tal caso incremento i.
Ogni volta che esamino una coppia, la distanza della porzione di 
vettore sarà il minimo tra dist(u[0, i), v[0, j)) e |u[i] – v[j]|.

Osserviamo che se u[i] = v[j] potremmo uscire subito tornando 0.



Distanza, caso ordinato: algoritmo

Lo pseudocodice ricalca la struttura di merge. Intuitivamente è bene 
tenere i vettori ”appaiati” su elementi “vicini” perché lì si trovano le 
distanze minime.
Esercizio: occorre analizzare le code del vettore che non è finito?

def distOrd(u, v):
# REQ: Cr(u) & Cr(v)

m, n = len(u), len(v)
dist, i, j = +∞, 0, 0
while i<m and j<n:
# dist = dist(u[0, i), v[0, j))

if u[i]>v[j]:
dist, j = min(dist, u[i]-v[j]), j+1

else:
dist, i = min(dist, v[j]-u[i]), i+1

return dist



Distanza: caso [0, k)

L’idea può essere derivata quella di Counting Sort, ma occorre 
pensare bene a cosa fare. Una possibilità è la seguente.

1. Azzerare un vettore ausiliario c[0, k). 
2. Scorrere il vettore u e segnare con un 1 tutti i punti c[u[i]] 

per ogni i in [0, m).
3a. Scorrendo il vettore v, fare lo stesso lavoro, segnando con 2 

tutti i punti c[v[j]] per ogni j in [0, n). 
3b. Avere cura di uscire subito se c[v[j]] = 1 (l’elemento appartiene 

sia a u che a v e quindi la distanza è 0).
4. A questo punto, è sufficiente misurare le distanze in c tra ogni 1 

e il 2 successivo e tra ogni 2 e l’1 successivo e prendere la minima.
Lo pseudocodice segue a pagina nuova.



Distanza: caso [0, k)

def dist0K(u, v, k):
m, n = len(u), len(v)
for i = 0 to m-1: d[u[i]] = 1
for j = 0 to n-1: 

if d[v[j]] == 1: return 0
else d[v[j]] = 2

i, dist = 0,+∞
while d[i]==0: i=i+1
last = d[i]
j = i+1
while j < k:

while j<k and d[j] ∊ {0, last}: 
j = j + 1

if j < k:
dist = min(dist, j – i)
last = d[j]
i, j = j, j+1

return dist

𝛳(m)

𝛳(n)

𝛳(k)
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That’s all Folks!


