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Meglio veloci 
che ottimi I:

merge & mergeSort



Ordinamento Div&Imp: mergeSort

(1) Istanze elementari: un vettore lungo 1 oppure 0 è già ordinato.

(2) Divisione: possiamo banalmente dividere un vettore v[inf, sup) 
in due metà v[inf, m) e v[m, sup) semplicemente calcolando il punto 
medio m tra inf e sup.
(3) Soluzione sottoistanze: lo so fare per ipotesi induttiva J

(4) Ricombinazione (Impera): dati due vettori ordinati, quanto è 
difficile produrre un vettore ordinato con gli elementi di entrambi?
L’attività (4) è l’unica non banale ed è uno schema di programma 
molto importante su coppie di vettori ordinati.

def mergeSort(v, inf, sup):
if sup-inf > 2: 
# v[inf, sup) ha almeno 2 elem.

m = puntoMedio(inf, sup)
mergeSort(v, inf, m)
mergeSort(v, m, sup)
fondi(v, inf, m, sup) 

[John von Neumann, 1945, pubblicato 1948]



def fondi(v, inf, m, sup):
z = alloca(sup - inf)
merge(v, inf, m, v, m, sup, z, 0)
copia(z, 0, sup-inf, v, inf) 

Funzione fondi e ottimizzazioni
Ecco la funzione fondi. 

Purtroppo abbiamo bisogno di un vettore d’appoggio z: questo 
perché non possiamo prevedere quanti elementi arrivano dal primo 
vettore e quanti dal secondo: merge non si può fare in place.
Abbiamo scritto una funzione merge molto generale, che qui viene 
usata in modo particolare: fonde due parti dello stesso vettore.

Si può dimezzare il numero delle copiature, con un’astuzia: si copia 
la prima metà di v in z e poi fondiamo v (seconda metà) e z in v.

def fondi(v, inf, m, sup):
z = alloca(m - inf) # z è la metà
copia(v, inf, m, z, 0) 
merge(z, 0, m-inf, v, m, sup, v, inf)



Esempio di esecuzione di mergesort
Vediamo un esempio di traccia: osservate come mergeSort va prima 
a sinistra, poi a destra.
Osservate anche che quando fondo vettori più grandi, non avrei più 
bisogno dei vettori d’appoggio più piccoli: posso usarne 1 solo!



Ottimizzazioni: un solo vettore z

È quindi sufficiente un 
unico vettore di appoggio.
Occorre quindi passare sui 
parametri un riferimento a 
z (allocato una sola volta
alla chiamata iniziale).

Occorre modificare fondi
coerentemente.

Notare che usiamo z sulle 
stesse porzioni di v che sto 
ordinando.

def fondi(v, inf, m, sup, z):
copia(v, inf, m, z, inf) 
merge(z, inf, m, v, m, sup, v, inf)

def mergeSort(v):
z = alloca(len(v))
mergeSortAux(v, 0, len(v), z)

def mergeSortAux(v, inf, sup, z):
if sup-inf < 2: 

m = puntoMedio(inf, sup)
mergeSortAux(v, inf, m, z)
mergeSortAux(v, m, sup, z)
fondi(v, inf, m, sup, z) 

z si usa nella 
stessa porzione

[inf, sup] di v



Quello che gli algoritmisti non dicono

def mergeSort(v):
z = alloca(len(v))
# torna un riferimento al vettore
# ordinato, che può essere z o v
v, z = mergeSortAux(v, z, 0, len(v)) 
return v # il primo è il risultato

def mergeSortAux(v, inf, sup, z):
if sup-inf > 2: 

m = puntoMedio(inf, sup)
v, z = mergeSortAux(v, inf, m, z)
v, z = mergeSortAux(v, m, sup, z)
fondi(v, inf, m, sup, z)

else: z[inf] = v[inf]
return z, v # inverte z e v!

Idea: alternare il ruolo di v e z durante le discese ricorsive: questo 
evita le copiature, al prezzo di spostare il puntatore al vettore e non 
sapere se il risultato sia in z o in v: passiamo il risultato!

devo comunque 
invertire z e v, per 

essere coerente con le 
chiamate “sorelle”



mergeSort iterativo
Le suddivisioni di mergeSort sono sempre le stesse, e indipendenti 
dai valori contenuti nel vettore.
Idea: La versione iterativa bottom-up a ogni iterazione fonde 
sequenze ordinate adiacenti, a cominciare dalle sequenze lunghe 1.
Sappiamo Asc(v[i, i+1)) è sempre vero e sappiamo che avendo 
Asc(v[i, i+l)) e Asc(v[i+l, i+2·l)) possiamo facilmente costruire una 
porzione di vettore che soddisfa Asc(v[i, i+2·l)) invocando fondi.
Assumiamo per semplicità n = 2k (devo trattare le code altrimenti)

def mergeSortBottomUp(v):
z, l = alloca(len(v)), 1
while l < n: 
# INV: ∀k∊[0,n/l). Asc(v[kl, (k+1)*l))

i=0 # inizio seq. da fondere
while i < n:

fondi(v, i, i+l, i+2*l, z)
i = i+2*l #inizio seq. successiva

l = l*2 # passo a sequenze più lunghe

il ciclo interno 
modifica v che 

soddisfa 𝜑(v, l) in v’ 
che soddisfa 𝜑(v’, 2l)



Esecuzione di mergeSort bottom-up
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partiziona: specifica
Vediamo di visualizzare cosa fa partiziona, cioè la sua specifica.

Discuteremo l’implementazione (cioè come lo fa) dopo, vedendo 
diversi modi di implementare questa specifica. Dato un array…
1. prende un elemento qualsiasi p, detto perno o pivot, 
2. calcola il posto giusto m in cui p si troverà dopo l’ordinamento di v. 
3. Mette p in v[m] 
4. fa alcuni scambi, in modo che il prefisso v[inf, m) contenga elementi 
minori di p e il suffisso v[m, sup) contenga elementi maggiori di p.

def partiziona(v, inf, sup):
# ENS: torna un indice m ∊ [inf, sup)
# MOD: v : v[inf, m) ≤ v[m] ≤ v[m,sup)

73 37 42 7 90 11 19 11 7 19 73 90 37 4219

m=2



Partiziona: versione ignorante

Un modo semplice per fare partiziona è il seguente:
1. Calcolare l’indice m dove si troverà il valore perno p = v[n-1]. 
Si può fare facilmente usando una funzione contaMinori(v, p);
2. Riempire un vettore z, copiando i minori di p a partire da 0 e 
i maggiori a partire di m+1;
3. ricopiare z in v.

Osserviamo che questa procedura è 𝛳(n), per cui è sufficiente per le 
analisi di complessità fatte finora…
Dopo contaminori, con qualche riflessione, si riesce anche a scrivere 
una versione in-place (➧Esercizio)
… ma quickSort non sarebbe affatto quick!



partiziona in-place di Nico Lomuto
Immaginiamo a una generica iterazione di essere nella situazione 
nell’immagine e aver scelto come perno p = v[sup - 1]
Se v[d] > v[n-1] devo incrementare d per mantenere l’invariante.
Se v[d] ≤ v[n-1], pare non esserci posto nella parte chiara…
ma in realtà basta scambiare v[d] con v[s] e incrementare sia d che s.
L’ultimo scambio porterà il perno p al posto giusto e basterà tornare 
s come risultato.

v[inf, s) ≤ p v[s, d) > p ?

ds

v[inf, s) ≤ p v[s, d) > p ?

ds

v[inf, s) ≤ p v[s, d) > p ?

iterazione generica

caso v[d] > p

caso v[d] ≤ p

ds ds



pseudocodice ed esecuzione

2 8 7 1 3 5 6 4
s,d p

2 8 7 1 3 5 6 4
ps d

2 8 7 1 3 5 6 4
ps, d

2 8 7 1 3 5 6 4
ps d

2 1 7 8 3 5 6 4
ps d

2 1 3 8 7 5 6 4
ps d

2 1 3 8 7 5 6 4
ps d

2 1 3 8 7 5 6 4
d, ps

2 1 3 4 7 5 6 8
ps

def partizionaLomuto(v, inf, sup):
s, p = inf, v[sup-1]
for d = inf to sup-1:

if v[d] ≤ p: v[s], v[d], s = v[d], v[s], s+1
return s-1 

d



partiziona di Hoare (quasi)

4 6 5 3 1 7 8 2
s d

2 1 5 3 6 7 8 4
s d

2 6 5 3 1 7 8 4
ds

2 1 3 5 6 7 8 4
sd

def partizionaH(v, inf, sup):
s, d, p = inf, sup-1, v[inf]
while True:

while v[d] > p: d = d-1
while v[s] < p: s = s+1
if d < s:  return s
if d == s: return s+1
v[s], v[d] = v[d], v[s]
s, d = s+1, d-1

partizionaH di Tony Hoare non 
isola il perno: divide il vettore in 
due metà in cui è vero che:

v[inf, m) ≤ p ≤ v[m, sup)
È una funzione efficientissima, 
ma dagli equilibri delicatissimi
(notate che non controlla neanche 
di uscire dai limiti del vettore)

Esercizio: modificare quickSort
per usare partizionaH.



partiziona di Hoare classica

def partizionaH(v, inf, sup):
s, d, p = inf-1, sup, v[inf]
while True:

repeat: d = d-1 until v[d] ≤ p
repeat: s = s+1 until v[s] ≤ p:
if d ≤ s:  return s
v[s], v[d] = v[d], v[s]

Classicamente, partizionaH di Tony Hoare viene presentata con cicli 
di tipo repeat C until B: e l’eleganza ne guadagna. 
In C c’è il ciclo do C while B che è simile, ma ha le condizioni 
rovesciate: si esce quando B è falsa, mentre nel repeat-until quando B
è vera: do C while B è equivalente a repeat C until not(B).
Notare che, siccome le prime assegnazioni si fanno sempre e 
comunque, occorre inizializzare sia s che d “fuori dal vettore”.
In pseudo-Python potrei scrivere repeat C until B (tanto è uno 
pseudo linguaggio) ma volendo rimanere aderente a Python, la 
traduzione più fedele usa break come segue:

while True:
C
if B: break



Intermezzo: Attribuzioni Difficili

D’istinto la attribuirei 
a Tony Hoare…
… ma sembra più 
accreditata l’ipotesi 
Donald Knuth…

Ma se fosse di Tony 
Hoare, la sua 
funzione partiziona 
sarebbe in 
contraddizione con 
questo pensiero!

Morale: non fidatevi dei siti di citazioni…



L’opinione di Jon L. Bentley
Partiziona di Nico Lomuto è particolarmente facile da scrivere e 
imparare.

Non è particolarmente difficile scrivere partiziona seguendo l’idea 
di Hoare (scorrere il vettore da due lati): ciò che è veramente arduo 
è farlo senza ad esempio controllare le condizioni di fine vettore.



Considerazioni finali su part&quick
La fortuna di quickSort è dovuta all’estrema efficienza di partiziona.

La versione Lomuto è comunque molto efficiente, e ha diversi 
vantaggi tra cui segnalo: può partizionare il vettore rispetto a un 
qualsiasi valore, anche non appartenente all’array (è molto più 
arduo estendere partiziona di Hoare a questo fine).
L’esistenza di una funzione lineare per k-mediana rende possibile 
scrivere quickSort in tempo pessimo 𝛳(n log n) (➧Esercizio), 
ovviamente rallentandolo pesantemente.

Analogamente, il modo migliore per fare k-mediana è l’algoritmo 
visto basato su partiziona, di tempo di esecuzione atteso 𝛳(n).
Una miglioria molto studiata è scegliere come pivot la mediana di 
un insieme di elementi estratti a caso: sperimentalmente la scelta 
migliore pare sia fare la mediana di 3 (ancora una volta, ogni 
miglioramento sembra rallentare quickSort).
Ci sono infinite varianti: segnalo che a volte (quando i vettori hanno 
molti elementi uguali) è preferibile partizionare come segue:

v[inf, s) < p v[d, sup) > pv[s, d) = p
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That’s all Folks!


