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Coefficienti
Binomiali ricorsivi




Albero delle chiamate ricorsive

1.1) Disegnare l’albero delle chiamate ricorsive della funzione cbin(5, 3),
mostrando anche il valore ritornato da ciascuna chiamata.

def cbin(n, k):
# REQ: @ < k £ n, ENS: return (n k)

if k==0 or n==k: return 1
return cbin(n-1, k) + cbin(n-1, k-1)
4,3,4 4,2,6
3,3,1 3,2,3 3,2,3 3,1,3
2,2,1 2,1,2 2,2,1 2,1,2 2,1,2 3,0,1




Complessita di cbin

2.2) Quante volte la funzione scende ai casi base e perché?
Qual e il numero totale delle chiamate chiamate ricorsive?

Osservando che il risultato finale si ottiene sommando (in vario

ordine) gli 1 restituiti dai casi base, una chiamata cbin(n, k) scende
n

necessariamente ( k) volte ai casi base. Nel nostro caso, 10 volte.
Dall’albero di chiamate si poteva dedurre che il numero T(#, k) delle
chiamate e soluzione dell’equazione:

T(n, k)=T(n-1, k) + T(n-1,k-1) +1

e pazienza se non la si riusciva a risolvere, ma chiaramente
n

suggerisce che 1'ordine € sempre ( k) (“piu qualcosa”).
Osservando che ci sono 19 chiamate (inclusa la prima che diversi
studenti non hanno contato) quando si calcola 10, di cui 7 generate
da cbin(4, 3) (che calcola 4) e 11 da cbin(4, 2) (che calcola 6), si
poteva “apprendere” la regola (siamo al tempo dell’Al):

T(n k)=2(}) -1

che, volendo, si dimostra per induzione (vedi prossima slide).



Complessita di cbin (dimostrazione)

I casi base calcolano 1 con una sola chiamata ricorsiva e:
_h A M A M
1=2-1-1=2(,)-1=2()-1.
Siccome T(n, k) = T(n-1, k) + T(n-1, k-1) + 1, assumendo la proprieta
vera per coppie n, k piu piccole, ho (passo induttivo):
T(n, k) =2 (n ; 1) -1+2 (Z - 1) -1+ 1 (per ipotesi induttiva)

=2 ((n ; 1) + (Z ~ 1)) -1 (semplifico e raccolgo)

=2 (Z) -1 (proprieta dei coeff. binomiali)

Nota: in realta c’é una proprieta generale degli alberi in cui ogni
nodo e una foglia o ha esattamente due figli (come 1’albero delle
chiamate ricorsive di cbin(n, k)): il numero totale dei nodi n
sempre n =2 f -1, dove f & il numero delle foglie.

Ad esempio, il numero di chiamate ricorsive di maxPrimo(n) &
sempre 2 d - 1, dove d e il numero dei divisori primi di 7 (casi base).

Si dimostra per induzione strutturale sugli alberi, in modo del tutto
analogo a quanto visto sopra.



Versione con memoization di cbin

2.3) Usando un vettore per memorizzare i valori gia calcolati, evitare
di ripetere sottoalberi di chiamate ricorsive.

Senza “ottimizzazioni spinte” e sprecando qlcs si osserva che e (piu
che) sufficiente memorizzare i valori in una matrice n x k. In un
vettore basta mettere il risultato di cbin(n, k) in posizione nk + k.

Le soluzioni con matrice sono state comunque accettate con gioia.

All’inizio sono noti i coefficienti binomiali del tipo (g) e (Z) , da cui

la funzione di allocazione e inizializzazione del vettore cb. Poi si
procede come nel caso di Fibonacci ricorsivo efficiente (Lezione 5).

def cbin(n, k): def cbinAux(n, k, cb):
cb = allocInit(n, k) if cb[n*k+k] > O:
return cbinAux(n, k, cb) return cb[n*k+k]
cb[n*k+k] =

def allocInit(n, k):
cb = allZero(n*k + k)
for i=0 to n-1:
cb[i,0] = 1

cbinAux(n-1, k, cb) +
cbinAux(n-1, k-1, cb)
return cb[n*k+k]

if i<=k: cb[i,i] = 1




Albero “potato” di chiamate

Ecco I'albero “ottimizzato”. Il guadagno, ovviamente, cresce al crescere di n
e k (ad esempio, I'albero di cbin(6,3) contiene due chiamate a cbin(4,2).

Il numero di chiamate e nell’ordine di 6(n k) perché ogni cella del vettore
viene scritta al piti una volta e interrogata 2.

5,3,10

4,3,4 4,2,6

3,3,1 3,2,3 3,2,3 3,1,3

2,2,1 2,1,2 2,1,2 3,0,1

1,1,1 1,0,1




Spessore di vettori




Nota sulle soluzioni

Non ci sono asserzioni (pre-condizioni, invarianti etc.) dettagliate in
quanto la macrostruttura dei programmi segue sempre quella di
problemi base sui vettori (in particolare, ricerca e calcolo di
massimi/minimi) visti fin dalla Lezione 5.

Le soluzioni sono tutte iterative, in quanto per questo tipo di
problemi sono le soluzioni piu naturali.

Sono viceversa piu naturali le soluzioni ricorsive in problemi di
conteggio, generazione ed esplorazione di strutture combinatorie, o
quelle basate su specifiche tecniche algoritmiche, come il divide et
impera.



Spessore minimo di segmenti lunghi k

Dato un vettore v di lunghezza n, definiamo lo spessore di un segmento
olinf, sup) di v, come spess(v[inf, sup)) = max;;c i sup 0li] = v[jl-

2.1). Scrivere una funzione spessMin(v, k) che dati un vettore di interi v e
un intero k calcoli lo spessore minimo dei segmenti di v di lunghezza k.

Tornare come risultato sia lo spessore che I'indice di inizio del segmento di
spessore minimo [omissis]

Immaginando di avere una funzione spessore(v, inf, sup) che

calcola spess(v[inf, sup)), si procede come un qualsiasi calcolo di
minimo sugli n - k + 1 segmenti di lunghezza k.

def spessMin(v, k): # REQ : @ < k <= n

n = len(v)
smin, imin = spessore(v, 0, k), ©
for i =1 ton - k:

s = spessore(v, i, i+k)

if s < smin:

smin, imin = s, 1

return smin, imin




Calcolo dello spessore naif

Si puo scrivere un programma ignorante [sotto, sinistra] che applica
ciecamente la definizione di spessore e calcola il massimo su tutte le
differenze v[i] — v[j]. Chiamando k = sup - inf, si analizzano sempre
k? differenze, ottenendo un algoritmo di complessita 6 (k?).

Chi volesse fare il furbo ed evitare di considerare sia v[i] — v[j] che
v[j] — v[i], potrebbe dimezzare il numero delle differenze al prezzo
di mettere il valore assoluto oppure un controllo (non so a priori se
vli] > v[j] o se v[i] < v[j]) [algoritmo a destra].

def spessoreNaif(v, inf, sup):
smax = 0
for i = inf to sup - 1:
for j = inf to sup - 1:
if v[i] - v[j] > smax:
smax = v[i] - v[]j]
return smax

def spessoreNaif-2(v, inf, sup):
smax = 0
for i = inf to sup - 1:
for j = i+l to sup - 1:
if abs(v[i]-v[j])>smax:
smax = abs(v[i] - v[j])
return smax




Calcolo intelligente dello spessore

Dovrebbe essere chiaro pero che:
spess(v[inf, sup)) = MaX; ¢ (jnf sup) OL1] = MIN; € (j45 51 O[]
Infatti, per ogni i, j € [inf,sup), ho:
vli] - v[j] < max; v[i] - v[j] £ max;v[i] - min; v[i]
Quindi spess(v[inf, sup)) < max; v[i] - min, v[i], ma ovviamente
prendendo gli indici imin, imax che realizzano il max e min:
v[imax] - v[imin] < spess(v[inf, sup))
per definizione di spessore come massimo.

Da cui si ottiene la facile funzione sotto di complessita 6 (k).

La complessita dell’algoritmo di spessore minimo diventa quindi
O((n - k) k) che e alla peggio 6(n?) se k e circa n/2.

def spessoreSmart(v, inf, sup):
return max(v, inf, sup) - min(v, inf, sup)




Caso ascendente

2.2) Risolvere lo stesso problema assumendo la precondizione Asc(v).

Chi fosse arrivato alla funzione smart per il calcolo dello spessore, si
troverebbe nella posizione di tirare un calcio di rigore al 90mo per
intascare i 2 punti (certo, anche i rigori si possono sbagliare :/).

Ma chi non lo avesse fatto, forse avrebbe potuto sentire un
campanello d’allarme per rivedere le soluzioni naif ©!

Infatti il massimo di un segmento ascendente &€ sempre v[sup - 1] e il
minimo e sempre v[inf], da cui la funzione sotto di costo costante.

Se volete, potete generalizzare a un vettore monotono.

def spessoreAsc(v, inf, sup):
# REQ: Asc(v)

return v[sup - 1] - v[inf]

def spessoreOrd(v, inf, sup):
# REQ: Asc(v) o Disc(v)
return abs(v[sup - 1] - v[inf])




Segmento pin lungo di spessore < s

2.3) Usare la funzione spessMin(v, k) per calcolare il segmento pit lungo di
spessore al piu s.

Si pud semplicemente applicare lo schema di programma di ricerca.
Infatti, lo spessore € monotono rispetto all’inclusione di segmenti:

linf, sup) < [inf’, sup’) allora spess(v[inf, sup)) < spess(v|inf’, sup’))
perché faccio il massimo su un insieme piu grande di differenze.

spessMin(v,k) e crescente su k, e posso, quindi, partendo da 0,
cercare l'ultimo k per cui spessMin(v,k) <s... [sotto a sinistra]

... oppure, partendo da n a ritroso trovare il primo k per cui
spessMin(v,k) < s [a destra].

def LenSegSpessS(v, s): def LenSegSpessS(v, s):
in0ld = © for k = n dowto O:
for k = @ to n: spess,in = spessMin(v, k)
spess,in = spessMin(v, k) if spess <= s:
if spess > s: return k, in

return k-1, inOld
in0ld = in




Gran finale

Il primo algoritmo e “fortunato” se la soluzione é vicina a 0, il
secondo se ¢ vicina a n. Su input distribuiti uniformemente, faranno
entrambi 11/2 chiamate a spessMin con tempo pessimo totale O(n3).
La monotonia suggerisce di applicare la logica della ricerca binaria.

Supponiamo di sapere che il segmento pitu lungo di spessore al pitt s

abbia lunghezza in un certo intervallo [inf, sup):

Prendiamo un k € [inf, sup):

* se spessMin(v, k) > s, allora spessMin(v, k') > s anche per ogni k” >
k e possiamo quindi scartare nelle future ricerche tutto 1'intervallo
[k, sup) e proseguire la ricerca in [inf, k).

* se spessMin(v, k) < s, allora k € un potenziale risultato e possiamo
quindi scartare le lunghezze piu piccole nell’intervallo [inf, k) e
proseguire le ricerche in [k, sup) [attenzione! qui non scarto k!]

Risultato: posso risolvere il problema con log 7 invocazioni di
spessMin, quindi in tempo pessimo O(n?log n).

Esercizio: adattare ricerca binaria al problema... c’e il cavillo
segnalato in rosso su cui riflettere rispetto allo schema basico.



That’s all Folks!
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