Corso di laurea in Matematica
Insegnamento di Informatica generale
Lezioni in modalita mista o a distanza

Esercizi sulle
equazioni di ricorrenza

Giancarlo Bongiovanni
Ivano Salvo

SAPIENZA

UNIVERSITA DI ROMA

Queste dispense sono state realizzate sulla base delle slide
preparate da T. Calamoneri e G. Bongiovanni
per il corso di Informatica Generale tenuto a distanza nell’A.A. 2019/20



Esercizio 1 — metodo iterativo

Risolveremo queste tre equazioni:
1.1 T(n) = 2T(n/2) + ©(n)
1.2 T(n) = 3T(n/2) + ©(n)
1.3 T(n) = 2T(n/3) + ©(n)

Per tutte:
1(1) =©6(1)

Sara interessante vedere come cambiano i conteggi ed il risultato in
funzione dei valoridia e b.
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Esercizio 1.1 — metodo iterativo

Equazione da risolvere:
T(n) =2T(n/2) + ©(n)
(1) = ©(1)

Iniziamo con le sostituzioni:
T(n) =2T(n/2) + ©(n) =
= 2[2T(n/22) + ©(n/2")] + ©(n/2°) =
= 2[2[2T(n/23) + ©(n/22)] + ©(n/2")] + ©(n/2°) =
=23T(n/23) + 22 ©(n/22) + 2 ©(n/27) + 29 ©(n/2°)

=2 T(r/29+5ld 210 (1)
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Segue esercizio 1.1

Come abbiamo gia visto, proseguiamo finché
ok = n, ossia k =log n

Ottenendo

T(n) = 209m 6(1) + 5,287 71 210 (2. =

= 20an0(1) +n 528" 210 (£) =

_ i
= 2090 9(1) + n Y1 o8" 1 @ (%) =

= 2gn©(1) +n ¥, 28" (1)
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Segue esercizio 1.1

Ricordiamo che
209" =n = ©(n)
e che, banalmente,
yI28""1 (1) = 6(log n)

quindi
n Y. 22" 9(1) = 6(n log n)

Da cui otteniamo
T(n) = ©(n) + ©(nlog n) = ©(n log n)
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Esercizio 1.2 — metodo iterativo

Equazione da risolvere:
T(n) = 3T(n/2) + ©(n)
(1) = ©(1)

Iniziamo con le sostituzioni:
T(n) =3T(n/2) + ©(n) =
= 3[3T(n/22) + ©(n/27)] + B(n /2°) =
= 3[3[3T(n/23) + ©(n/22)] + ©(n/2")] + ©(n /2°) =
=33T(n/23) + 32 ©(n/22) + 31 ©(n/2")) + 3° B(n /29)

=3¢ T(n/29+343 30 (3)
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Segue esercizio 1.2

Come abbiamo gia visto, proseguiamo fincheé
2k n, ossia k =log n

Ottenendo

= 3090 Q(1) +n Y1081 3

1=

T(n) = 3097 ©(1) + Y1 08" 71 3ig )
2

(=) -

{
i
=300 0(1) +n 5, 2" @ (@ )
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Segue esercizio 1.2

Occupiamoci del primo termine della somma, cambiando base al
logaritmo. Ricordiamo che

log,n = log,ylogy,n
E dunque
3log2 n — 3log2 3logzn — nlogz 3 — e(nlogz 3)

NOTA: quando all’equazione di ricorrenza si puo applicare |l
teorema principale, il primo termine della somma risulta sempre
essere n'?9» ¢ (in questo esempio a=3 e b=2) e questo spiega
perché nel teorema principale esso € uno dei due elementi che si
confrontano.
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Segue esercizio 1.2

Valutiamo ora la sommatoria presente nel secondo termine della somma:

logn-1
Sappiamo che essa vale
. 3\logn
giogn-n gy ()1 (oesn
2

3 logn glogn  3logz 3logzn  j,logy 3
() =amens -

Ma

n n
e quindi

n 5o ((2)) =n o2 ) = omion )

n
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Segue esercizio 1.2

Ricapitolando:
3log n 9(1) — e(nlogz 3)

52577130 (5) = em'es?)

E quindi per 'equazione:
T(n) = 3T(n/2) + ©(n)
(1) = ©6(1)

Abbiamo:
T(n) = 3097 (1) + £,28" " 310 (1) =
— e(nlogz 3) + e(nlogz 3) - e(nlogz 3)
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Esercizio 1.3 — metodo iterativo

Equazione da risolvere:
T(n) =2T(n/3) + ©(n)
(1) = ©(1)

Iniziamo con le sostituzioni:
T(n) =2T(n/3) + ©(n) =
= 2[2T(n/32) + ©(n/3")] + 6(n/3°) =
= 2[2[2T(n/33) + ©(n/32)] + ©(n/31)] + ©(n/3°) =
=23T(n/33) + 22 ©(n/32) + 21 ©(n/3) + 20 ©(n/3°)

=2 T(/39+3i3 210 (1)
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Segue esercizio 1.3

Proseguiamo finché
3K = n, ossia k =log; n

Ottenendo

T(n) = 218 ne(1) + 3, 282 12l@(n)
)-

— 210g3 2logo n 9(1) +n 210%3 n-— 1 (
l
=nl°8&:26(1) + n Zlii%g "o (G) ) =

=O(n'°8:2) + n Zlogs n-1 g <(§)‘)
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Segue esercizio 1.3

Valutiamo ora la sommatoria presente nel secondo termine della

somma.

logn—-1 i

2, )

=0
Sappiamo che per essa vale:

_ w0 (2\} logn-1(2\'_ we (2)i_ 1 _
1= 30 (5) s2S(5) <25 () = 2 =3
3

e quindi

o (Y no- o
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Segue esercizio 1.3

Ricapitolando, per 'equazione:

T(n) =2T(n/3) + ©(n)
(1) =©(1)

abbiamo:
T(n) = ©(n'oe:2) + n To% g ((g)") -
= OMm!°932) + O(n) = O(n)
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Reminder

C’é una sommatoria che capita spesso di dover risolvere:
k

=0
Se 0 < x < 1 sappiamo che:

2;?‘;0351' -1

E quindi la sommatoria Y.i2 o x* & 6(1) dato che
kK i 1
1< YicoXx's —

Se invece x >1 si puo usare la soluzione:
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Esercizio 2 — metodo principale
Risolveremo queste tre equazioni:
2.1 T(n)=2T(n/2) + ©(n)
2.2 T(n)=3T(n/2) + ©(n)
2.3 T(n)=2T(n/3) + ©(n)

Per tutte:
1(1) =©(1)

Sara interessante vedere come cambia il caso del teorema generale
per le tre equazioni.
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Esercizio 2.1 — metodo principale
Equazione da risolvere:

T(n) = 2T(n/2) + ©(n)

(1) = ©(1)

e a=2,b=2
* f(n) =6(n)

° nlogb a — nlogz 2 =N

Poiché
f(n) = ©(n'°9» <)
siamo nel caso 2, per cui

T(n) = ©(nlogn)
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Esercizio 2.2 — metodo principale

Equazione da risolvere:
T(n) = 3T(n/2) + ©(n)

(1) =©(1)
e a=3, b=2
* f(n) =6(n)

. nlogb a — nlogz 3 = n1+s con € > O

Poiché
f(n) = ©(n'o9p a~¢)
siamo nel caso 1, per cui

T(n) - e(nlogb a) = e(nlogz 3)
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Esercizio 2.3 — metodo principale

Equazione da risolvere:
T(n) = 2T(n/3) + ©(n)

(1) =©6(1)
- a=2b=3
. f(n)=6(n)

nlogr @ = plogs2 = pl=¢ con g >0

Poiché
f(n) - e(nlogb a+£)
siamo nel caso 3, per cui
T(n) =f(n) = ©(n)
se riusciamo a dimostrare che af(%) < ¢ f(n) per qualche c <1.

Ponendo ¢c=2/3 si ha:
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Esercizio 3 — equazione risolta con quattro
metodi

Equazione da risolvere:
T(n) = 2T(n/2) + ©(n)
T(1) = ©(1)

Metodo iterativo: gia fatto

Metodo principale: gia fatto

Metodo di sostituzione: esercizio 3.1
Metodo dell’albero: esercizio 3.2
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Esercizio 3.1 — metodo di sostituzione

Equazione da risolvere:
T(n) = 2T(n/2) + ©(n)
T(1) =©(1)

Dobbiamo innanzi tutto eliminare la notazione asintotica,
quindi I'equazione diventa:

T(n) = 2T(n/2) + cn per qualche costante ¢ > 0
T(1) = d per qualche costante d > 0
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Segue esercizio 3.1

Proviamo a dimostrare per induzione che la soluzione e€:
T(n) >knlogn
dove k € una costante da determinare.

Passo base
T(1) =d >k1log 1 =0, che e sempre verificata.
Passo induttivo
Sostituendo nell’equazione generica otteniamo:
T(n) > 2 (kn/2 log n/2) + cn = kn log n/2 + cn =

=kn (logn-1) + cn=knlog n—kn +cn >kn log n
se e solo se cn > kn cioé se e solo se ¢ > k. Poiché un tale k € sempre
possibile da trovare, ne concludiamo che

T(n)=Q(n log n).
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Segue esercizio 3.1

Per quanto riguarda la maggiorazione, non possiamo usare
T(n) <k’nlog n
perché in tal modo il passo base non e verificato, infatti non esiste una
costante k’ positiva tale che
T(1)=d<k’1log1=0

Tentiamo allora con
T(n) <k’nlogn + h.
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Segue esercizio 3.1

Tentiamo
T(n) <k’nlogn + h.
Passo base
T(1)=d < h che é vera per opportuni valori di h.
Passo induttivo
Sostituendo l'ipotesi induttiva nell’equazione otteniamo:
T(n)<2(k'n/2logn/2+h)+cn=
=k’nlog n/2 + 2h +cn =
=k’n(logn-1)+2h+cn =
=knlogn+h-kn+cn+h
<knlogn+h
seesolose-k’n+cn+h<0,o0ssiacn+h<k’n
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Segue esercizio 3.1

Anche in questo caso esistono opportuni valori di h e k’, fissato ¢, per
cui la disuguaglianza € verificata. Ne segue che T(n)=O(n log n).

Avendo precedentemente dimostrato che T(n)=Q(n log n) e mettendo
insieme le due notazioni asintotiche trovate, si deduce che I'equazione
di ricorrenza

T(n) = 2T(n/2) + 6(n)
T(1) =6(1)

ha soluzione
T(n)= ©(n log n)
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Esercizio 3.2 — metodo dell’albero

Equazione da risolvere:
T(n) =2T(n/2) + ©(n)
T(1) =©(1)

La radice dell’albero da un contributo di ©(n) ed ha due
figli, entrambi etichettati con T(n/2):

©(n)

T(n/2) T(n/2)

17/03/2020 Pagina 26




Segue esercizio 3.2

Iterando il procedimento otteniamo questo albero, nel quale
numeriamo i livelli da zero (radice) a log n:

O(n) Livello 0
o(n/2) e(n/2) Livello 1
O(n/2?) ©(n/z°) O(n/2%)  O(n/2°)  Livello 2

/\ /N /\ /N

o(1) 6(1) ... 6(1) 6(1) Liv. log n
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Segue esercizio 3.2

Il contributo della generica riga i-esima dell’albero e dato dal
valore su ciascuno dei suoi nodi, pari a ©6(n/2'), moltiplicato per
il numero di nodi, cioe 2'.

Considerato che le righe sono log n + 1 (da 0 a log n), si ha:

T(n) = Zlogn (;) 2i =Zlogn@( ) =

=0O(n (logn +1)) =
=0O(nlogn) + O(n) =
= O(n log n)
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Confronto fra conteggi

Metodo dell’albero

©(n)

T~

©(n/2)

/\

O(n/22) O(n/2?)

/N /\

T(1)=9©(1)

©(n/2)

/\

o(n/22) O(n/22)

/\ /\

Metodo
Principale

logn-1

=S ()
=0

T(1)=6(1) = 209ne(1)
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Esercizio 4 — equazione risolta con quattro
metodi

Equazione da risolvere:
T(n) =47T(n/2) + ©(n)
T(1) = ©(1)

Metodo iterativo: esercizio 4.1
Metodo principale: esercizio 4.2
Metodo di sostituzione: esercizio 4.3
Metodo dell’albero: esercizio 4.4
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Esercizio 4.1 — metodo iterativo

Equazione da risolvere:
T(n) =47T(n/2) + ©(n)
(1) = ©(1)

T(n)=4T(n/2) + (n) = 4(4T(n/22) + ©(n/2)) + B(n) =
=42T(n/22) + 416(n/2") + ©(n/20) =
=42(4T(n/2%) + ©(n/22)) +416(n/21) + B(n/2°) =
=43T(n/2) + 426(n/22) + 416(n/2") + 496(n/20) =...=
= 4K T(n/29 + B2 410 (2) = 4% T(n/24) + Tk 210 (n) =
= 4k T(n/24) + O(n) Ty 2!

Esercizi sulle equazioni di ricorrenza 17/03/2020 Pagina 31




Segue esercizio 4.1

Equazione da risolvere:
T(n) =4T(n/2) + ©(n)
(1) =©(1)

Ci fermiamo quando n/2k=1 cioé k—log n, ottenendo
T(n) = 4°97 T(1) + ©(n) 3,287 2
Ricordando che 4/°97 = n2e che Zlog" 2= logn _1 = ©(n))

Otteniamo
T(n) =n? ©(1)+ 6(n) 6(n)= 6(n?)

Dunque la soluzione tramite questo metodo &€ ©(n?)
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Esercizio 4.2 — metodo principale

Equazione da risolvere:
T(n) =47T(n/2) + ©(n)
T(1) = ©(1)
L'equazione di ricorrenza soddisfa le ipotesi del teorema.

c a=4,b=2
° nlogba =n10924 =n2

» f(n) = 6(n) = 6(nt) = 0(n'o8r ¢7¢) (g=1)

Siamo quindi nel caso 1, per cui:
T(n)= ©(n?)
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Esercizio 4.3 — metodo di sostituzione

Dobbiamo innanzi tutto eliminare la notazione asintotica, quindi
I'equazione diventa:

T(n) =4T(n/2) + cn per qualche costante ¢ >0

T(1) = d per qualche costante d >0
Proviamo a dimostrare per induzione che la soluzione é€:

T(n) > kn? dove k & una costante da determinare.
Passo base
T(1) = d >k, da cui deduciamo una prima condizione su k.
Passo induttivo
Sostituendo nell’equazione generica otteniamo:
T(n) >4 k (n/2)? + cn = 4kn?/4 + cn = kn? + cn > kn? sempre.
Ne concludiamo che
T(n)= Q(n?)
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Segue esercizio 4.3

T(n) =4T(n/2) + cn
(1) =d

Per quanto riguarda la maggiorazione, tentiamo la soluzione
T(n) £ k’ n?

dove k’ e una costante da determinare.
Passo base
T(1) = d < k’, da cui deduciamo una prima condizione su K.
Passo induttivo
Sostituendo nell’equazione generica otteniamo:

T(n) <4k’ (n/2)?+cn=k’n°+cn
che non si pud dimostrare sia < kn? perché c¢ & una costante positiva.
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Segue esercizio 4.3

Tentiamo allora
T(n) < k’n?- hn.
Passo base
T(1) =d < k- h che & vera per certi valori di k’ e h.
Passo induttivo
Sostituendo l'ipotesi induttiva nell’equazione otteniamo:

T(n) <4 (k’(n/2)?- hn) + cn = k'n? - 4hn + cn = k'n? — hn - 3hn + cn

Questa quantita & < k'n? - hn se e solo se -3hn + cn < 0, cioé se e
solo se h >¢/3.
Ne concludiamo che T(n)= O(n?) e, unendo i due risultati:

T(n)= ©6(n?
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Esercizio 4.4 — metodo dell’albero
Equazione da risolvere:

T(n) =4T(n/2) + ©(n)

(1) =©6(1)

Il nodo T(n) «genera» un costo di ©(n) piu quattro figli, ciascuno
relativo a un sottoproblema di dimensione n/2:

©(n)

AN

e(n/2) T(n/2) T(n/2) T(n/2)

AN -

T(n/4) T(n/4) T(n/4) T(n/4)
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Segue esercizio 4.4 #nodi

1= 40
4=41
16 = 42
4i

Sommando tutti i contributi:

logn logn

2

contributo nodo

©(n)
©(n/2)
©(n/4)

e(n/2)

T(n) = Z 41 (31) = 0(n) Z 2i = 9(n)(2l°s ™1 — 1) = O()(2n — 1) = O(n?)
1=0

=0
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Esercizio 5 — equazione risolta con quattro
metodi

Equazione da risolvere:
T(n) = 2T(n/2) + ©(n?)
T(1) = ©(1)

Metodo iterativo: esercizio 5.1

Metodo principale: esercizio 5.2

Metodo di sostituzione: esercizio 5.3

Metodo dell’albero: esercizio 5.4 (lo rivediamo)
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Esercizio 5.1 — metodo iterativo

Equazione da risolvere:
T(n) = 2T(n/2) + ©(n?)
(1) =©(1)

T(n) = 2T(n/2)+ B©(n?)

2
= 2(2T(n/22) + 6((3) ) + B(?)

= 2022T(2%) + ©((2) ) + ©((2) ) + om?) =

1

_ 2
= 26 T(n/2¥) + B 216 (@ ) = 2K T(2K+ X} - 0(n?) =

2

= 2k T(n/2K)+ ©(n?) YK} (1)i
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Segue esercizio 5.1

Equazione da risolvere:
T(n) = 2T(n/2) + ©(n?)
(1) = ©(1)

Ci fermiamo quando n/2k=1 cioé k=log n, ottenendo

T(n) = 2007 T(1) + O3 £.%%™ (2)

2

Ricordando che 297 =ne che ¥;28" ( ) (1)

Otteniamo
T(n) = ©(n)+ ©(n?)= ©(n?)

Dunque la soluzione tramite questo metodo & ©(n?)
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Esercizio 5.2 — metodo principale
Equazione da risolvere:

T(n) = 2T(n/2) + 6(n?)
1(1) =6(1)

e a=2,b=2
° nlogb a — nlog2 2 =N

» f(n) = ©(n?)=6(n?)= 0(n'°8» 4*¢) (g=1)
Siamo quindi nel caso 3, per cui:

T(n)= 6(n?)

perché ponendo ¢ = % si ha:
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Esercizio 5.3 — metodo di sostituzione

Dobbiamo innanzi tutto eliminare la notazione asintotica, quindi
I'equazione diventa:

T(n) = 2T(n/2) + cn? per qualche costante ¢ > 0

T(1) = d per qualche costante d >0
Proviamo a dimostrare per induzione che la soluzione é€:

T(n) £ kn? dove k & una costante da determinare.
Passo base
T(1) = d < k, da cui deduciamo una prima condizione su k.
Passo induttivo
Sostituendo nell’equazione generica otteniamo:
T(n) < 2 k (n/2)? + cn? = kn?/2 + cn? = (k/2+c)n° < kn’se c < K/2 .
Ne concludiamo che
T(n)= O(n?)
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Segue esercizio 5.3

Proviamo ora a dimostrare per induzione che la soluzione é:
T(n) 2 hn? dove h & una costante da determinare.

Passo base

T(1) = d = h, da cui deduciamo una prima condizione su h.

Passo induttivo

Sostituendo nell’equazione generica otteniamo:

T(n) 2 2 h (n/2)? + cn? = hn?/2 + cn? = (h/2+c)n? = hn?

se (h/2+c) 2 h, ossiah < 2c .

Ne concludiamo che
T(n)= Q(n?)

E quindi
T(n)= ©(n?)
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Esercizio 5.4 — metodo dell’albero
Equazione da risolvere:
T(n) = 2T(n/2) + ©(n?)
T(1) =©6(1)
Il nodo T(n) «genera» un costo di ©(n?) piu due figli, ciascuno relativo
a un sottoproblema di dimensione n/2:

e(n?)

6(n?) / \
/ \ | > o(n2)? T(n/2)

T(n/2) I(n/2) / \ ecc.

T(n/4) T(n/4)
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Segue esercizio 5.4 #nodi contributo nodo

1= 20 om?)

2=20 o(3))
=2 o)
> e

Sommando tutti i contributi:

I(n) = 3,2%" 2" @(( )2> 0(n?) 38" (2) = 0(n?)
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Esercizio 6 — equazione risolta con due metodi

Equazione da risolvere:
T(n) = 2T(n/2) + ©(nlogn)
T(1) = ©(1)

Come abbiamo gia visto essa non puo essere risolta col
metodo principale. Risolviamola con altri due metodi.

Metodo iterativo: esercizio 6.1
Metodo di sostituzione: esercizio 6.2
Metodo dell’albero: lasciato come esercizio
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Esercizio 6.1 — metodo iterativo

Equazione da risolvere:
T(n) =2T(n/2) + ©(nlogn)
T(1) =6(1)

T(n) = 2T(n/2)+ ©(nlogn)

=2(27'(g) + e(glogg)) +©(nlogn) =

= 2(2(2T(n/2%) + ©(2log2)) + ©(Zlog2)) + ©(n log n) =

= 2"T(21k) + Y le (n log %)
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Segue esercizio 6.1

Fermandoci al valore k = log n otteniamo:

T(n) = 20977(1) + 8 (528" " nlog 2) =

=n6(1) + 6( Zlogn 1logn —n Zlogn 1log Zi) =
=6(n) +6(nlog?n-ny 8" ") =

= O(n) + 6(n log? n — n'egndogn-1) ) _

2
= 6(n) + ©(n log? n -~ log? n + ~log n) =

= 6(n log? n)
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Esercizio 6.2 — metodo di sostituzione

Equazione da risolvere:
T(n) =2T(n/2) + ©(nlogn)
T(2) = ©(1)

Impostiamo la dimensione del caso base a 2, per evitare di
dover gestire il caso dilog 1 = 0.

Dobbiamo innanzi tutto eliminare la notazione asintotica, quindi
I'equazione diventa:

T(n) = 2T(n/2) + an log n per qualche costante a>0
T(2) = b per qualche costante b > 0
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Segue esercizio 6.2

Proviamo a dimostrare per induzione che la soluzione e:

T(n) £ cn log?n, dove c & una costante da determinare.

Passo base

T(2) =b <c*2*1, vera per c > b/2.

Passo induttivo

Sostituendo nell’equazione generica otteniamo:

T(n) < 202 logzg +anlogn =
=cn(logn — 1)? +anlog n =
=cn(log?n—2logn +1) +anlog n =
=cnlog?n-2cnlogn+cn+anlogn
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Segue esercizio 6.2

T(n)SZCglog2§+anlogn=
=cn (logn—1)? +anlogn =
=cn(log?n—2logn +1) +anlog n =
=cnlog?n-2cnlogn+cn+anlogn

Ora, cn log n = cn, quindi eliminando (cn - cn log n) maggioro:
cn log?n - 2cnlog n +cn +anlog n < cnlog?n -cnlogn+ anlogn
Inoltre
cn log?n -cnlogn +anlogn<cnlog?nssec2a.
Concludiamo che
T(n)= O(n log?*n)

Si lascia per esercizio dimostrare che T(n)= Q(n log?n)
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Esercizio 7 — dallo pseudocodice all’equazione

funzione Palindromo Ric (A: vettore; 1in,fi: intero)

1) if fi - in £ 1 return TRUE
2) if A[in] = A[fi] return FALSE
3) return Palindromo Ric(A; in+1l, fi-1)

1) ©(1) — caso base
1,2) ©O(1)— parte al di fuori della chiamata ricorsiva
3) T(n-2) — una chiamata ricorsiva

Equazione:
T(n) =T(n-2) + ©(1)
T(1)=06(1)
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Esercizio 8 — dallo pseudocodice all’equazione

Funzione Test (n: intero)

1) k « 0

2) for i = 1 to n do

2) k « k + 1

3) if n £ 1 return k

4) else return (Test(n DIV 2)+Test(n DIV 4))
1) O(1) — parte al di fuori della chiamata ricorsiva

2) O(n) — iterazione, parte al di fuori della chiamata ricorsiva

3) ©(1) — caso base
4) T(n/2) + T(n/4) — due chiamate ricorsive

Equazione:
T(n) = T(n/2) + T(n/4) + O(n)
T(1)=06(1)

Nota: DIV fa la divisione intera
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Esercizio 9 — dallo pseudocodice all’equazione

Funzione Fun (n: intero)

1) k « 1
2) while k £ n do
2) k. 2%k } ATTENZIONE!
3) if n £ 1 return k
4) else return (Fun(n DIV 2)))
1) ©(1) — parte al di fuori della chiamata ricorsiva
2) O(log n) — iterazione, parte al di fuori della chiamata ricorsiva
3) ©(1) — caso base
4) T(n/2) — una chiamata ricorsiva
Equazione:
T(n) = T(n/2) + ©(log n)
T(1)=06(1)

Nota: DIV fa la divisione intera
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