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Segmento di somma s: soluzione naif

1) Dato un vettore v di lunghezza n, e un numero intero s, determinare se

esiste un segmento v[inf, sup) di v di somma sia s, cioeé tale che S(v[inf, sup))=

9))

e in tal caso tornare TRUE, inf, sup e FALSE, #, # altrimenti.

Questo punto si risolve con un usuale algoritmo esaustivo che
esamina tutti i segmenti nella forma [i, j). La funzione pitu semplice
fa uso della funzione somma(v, inf, sup) che calcola S(v[inf, sup)).

def sommaSegS(v, s):

n = len(v)
if s == 0: return True, 0, 0O
for i = 0 to n-1:
for j = i+l to n:
if somma(v, i, j) == s:
return True, i, j
return False, 42, 42

Chi avesse seguito questa
strada, pero, avrebbe dovuto
dire che la complessita e 0(n°)
perché la complessita di
somma(v, inf, sup) e O(n),
dove n = sup - inf.

Un errore tipico e grave e
mettere il return False nel
ramo else dell’if: posso
tornare FALSE solo dopo aver
esaminato tutti i segmenti.



Soluzione smart

Al solito si puo migliorare molto I'algoritmo precedente,
semplicemente mantenendo una variabile ss per cui valga
I'invariante ss = S(v[i, j)) dentro il ciclo for interno.

Come prima, esploriamo tutte le somme del tipo S(7[, 7)), ma
ciascuna ci costa 8(1) partendo dalla somma su un intervallo con un

elemento in meno (eventualmente vuoto), per una complessita
quindi di 6(n?).

def sommaSegS(v, s):
n = len(v)
if s = 0: return True, 0, ©
for i = 0 to n-1:
Sss = 0
for j = i to n-1:
# INV: ss = S(v[i, j))
ss = ss + V[j]
if ss == s: return True, i, j+1
return False, 42, 42




Segmento di somma n: caso positivo

2(a) Sotto la precondizione che gli elementi di v siano positivi, migliorare
l'efficienza anche senza migliorare la complessita del caso pessimo.

L’osservazione e che se [inf, sup) & [inf, sup’) allora necessariamente
ho S(v[inf, sup)) < S(v[inf’, sup’)). Quindi, non appena ss supera s
posso sospendere la ricerca sui segmenti con estremo sinistro i e

passare al prossimo i (non uscire!)

Si poteva semplicemente mettere un break...

... oppure usare un ciclo while.

def sommaSegS(v, s):
n, ss = len(v), ©
if s = 9: return True, 0, ©
for i = 0 to n-1:

while ss < s and j < n:
ss, j =ss + Vv[j], J +1

ss = 0 if ss == s: return True, i, j
for j = i to n-1:

ss = ss + V[j]

if ss == s: return True, i, j+1

if ss > s: break

return False, 42, 42




Questione di Eleganza

2(a) Fornire esempi di casi in cui si guadagna molto e di casi in cui
non si guadagna niente rispetto all’algoritmo del punto precedente;

C’erano molte risposte possibili, a cominciare dal fornire qualche
esempio concreto.

Tuttavia qualche studente ha dato risposte molto eleganti. In
particolare, si puo dire che:

« L’algoritmo ha un comportamento lineare se s < min(v) perché in
tal caso il ciclo interno fa sempre una sola iterazione per ogni i.

 Fa le stesse iterazioni del precedente se s > S(v) perché in tal caso
non si esce mai prematuramente dal ciclo interno.

che sono due ottimi casi ottimi/pessimi per la miglioria vista.



Soluzione lineare

2(b) Sotto la precondizione che il vettore contenga solo valori
positivi, scrivere un algoritmo di complessita 6 (n).

Pensiamo al caso pessimo precedente: se si fa la scansione intera di
tutti i segmenti [0, j) con j € [0, n) avendo sempre S(v[0, j)) <s e
inutile analizzare intervalli del tipo [, j) con i > 0 e posso
serenamente concludere FALSE perché S(v]i, 7)) < S(v[0, n)) <s.

Analogamente, se S(v[i, j)) > s come nell’algoritmo precedente passo
al prossimo i. Ma so anche che per ;" <j, S(v[i, ;")) < s (altrimenti
sarei gia uscito dal ciclo): quindi non serve ripartire con j =7 + 1.
Quindi e inutile anche vedere gli intervalli [1 + 1, j'), perché
S(v[i+1,]')) <S(v]i, ) <s. Posso continuare con [i + 1, ).

Pit formalmente, possiamo fare una ricerca mantenendo vero
'invariante:

ss=S([i, j) & Vi'<i,j'<j.S@[i’, ) #s

Osservate che per mantenere I'invariante ss = S(v[i, j)) quando
incremento i, e sufficiente togliere v[i] da ss.



Soluzione lineare

Ecco il codice, semplice ed efficace.

Per la terminazione, osservate che la funzione 2n - i - j € positiva,
perché i <j <n e a ogni iterazione, o incremento i o incremento j e

quindi decresce.

1 <jperché sei =j, allora ss = 0, ma allora al prossimo giro,
sicuramente si incrementa j (assumendo s > 0). Ma questo ci da
anche un upper bound al numero di iterazioni, che e 2n.

def sommaSegPosS(v, s): #REQ: s>=0
n, ss, i, j = len(v), 0, 0, 0
while j < n:
# INV: ss = S(v[i, j)) & i <=3
if ss == s: return True, i, j
else if ss < s:
ss, j =ss + v[j], j+1
else ss, 1 =ss - v[i], 1 + 1
return False, 42, 42




sottoinsiemi generici, non segmenti

3) Dare un algoritmo ricorsivo che risolve una generalizzazione di
questo problema e verifica se esiste I & [0, n) tale che ) ;. ; v[i] =5

L’idea e di esplorare tutti i sottoinsiemi. Ogni chiamata della
funzione sommaSAux considero tutti i sottoinsiemi che contengono
I'indice i e tutti quelli che non lo contengono, passando tra i
parametri la somma degli elementi considerati finora.

La complessita di sommaSAux e la soluzione di T(n)=2 T(n-1) + 6(1)
che ha come soluzione 6(2"), ma si puo capire dal fatto che esplora
tutti i sottoinsiemi di [0, n).

def sommaSAux(v, s, i, ss):
if ss == s: return True
if i == len(v): return False
return sommaSAux(v, s, i+1, ss+v[i])
or sommaSAux(v, s, i+1l, ss)

def sommaS(v, s):
return sommaSAux(v, s, 0, 0)




Esempio di computazione

Prendiamo come esempio il vettore v = {1, 5, 3} ed s = 4. Dentro i
nodi c’eé la funzione caratteristica dell’insieme considerato in una
certa chiamata ricorsiva e fuori la somma calcolata.

In verde la computazione che trova il sottoinsieme giusto.

In rosa le chiamate che non vengono effettuate perché il primo
argomento dell’or valuta a True e non si va a valutare il secondo.

Esercizio: modificare il programma per contare quanti sono i

sottoinsiemi.
()

1 0
1i=0
1,0,0 0,0,0
6 1 5 0
1,1,1 1,1,0 || 1,0,1 1,0,0 9,1,1 9,1,0 || 0,0,1 9,0,0




Baricentro




Problema: baricentro, quesito 1

[primo esonero del 2012]

® Definire il baricentro di un vettore v[0, 1) come un indice b tale
che S(v[0, b)) = S(v|b, n)). v pud contenere sia numeri positivi che
negativi.

1. Definire una funzione b = baricentro(v) che ritorna (se esiste)

un baricentro di v e -1 altrimenti. Usare prima la funzione somma(v,

inf, sup) per calcolare le somme di segmenti di v, senza sommare

gli elementi del vettore). Determinare la complessita.

O (n? :
def baricentro(v): @ Ovviamente,

= len(v) S(v[0, b+1)) = S(v[0, b))+v[b]
or b=0 to n:

. INV: not B o .. Invece con questo
not Bar(v[e,b)), T = algoritmo rifaccio sempre
if somma(v,0,b)==somma(v, b n)

tutte le somme...
return b
return - &\<\\—)\\//ﬁ~/:>25




Problema: baricentro, quesito 2

2. Trovare poi una soluzione lineare sommando liberamente.

Il problema e in queste equazioni:
(*)  S(@I0, b+1)) = S(v[0, b))+v[b]  S(v[b+1, n)) = S(v[b, n)) - v[b]

Si possono trovare le due somme S(v[0, b+1)) e S(v[b+1, n)) da
S(v[0, b)) e S(v|b, n)) in tempo O(1) senza invocare somma.

Bastera introdurre due variabili: ss (somme sinistre) ed sd (somme
destre) e mantenere l'invariante ss = S(v[0, b)) e sd= S(v|[b, n)).

Da (*) e chiaro come riaggiornarle a ogni iterazione. All'ingresso del
ciclo dev’essere ss=S(v[0, 0)) e sd=S(v[0, n)) e 1'algo si scrive da solo!

def baricentro(v):
ss, sd, n = 0, somma(v), len(v)

for b=0 to n:

# INV: not Bar(v[O,b)), T = n-i
if ss == sd: return b m
ss, sd = ss + v[b], sd - v[b

return -1

O(n)




Baricentro, caso positivo I

In questo caso, la sequenza dei valori assunti da ss e sd € monotona
(rispettivamente crescente e decrescente), per cui possiamo
migliorare il caso pessimo, semplicemente fermando la ricerca
quando ss > sd.

def baricentro(v):
ss, sd, n = 0, somma(v), len(v)

for b=0 to n:
# INV: not Bar(v[@,j)), T = n-1i
if ss == sd: return b

if ss > sd: return -1
ss, sd = ss + v[b], sd - v[b]
return -1




Baricentro, caso positivo 11

Tuttavia si puo avere un’idea migliore, mantenendo le somme
sd = S(v[0, d)) e ss = S(v[s, n)) e muovendosi verso il baricentro a
seconda dei valori di sd e ss.

Infatti se sd < ss (siccome le somme sono monotone!) il baricentro,
se esiste, deve stare nell’intervallo [s+1, d] (perché altrimenti le
somme sinistre sarebbero troppo basse) altrimenti deve stare
nell’intervallo [s, d-1] per la ragione simmetrica.

Osservate che questo algoritmo non funziona se ci sono valori
negativi. Esempio: [5, -1, -1, -1, 6].

def baricentro(v):
s, d =0, len(v) - 1
ss, sd = 9, ©
while l<=r to n:
# INV: Bar(v) € [s, d], ss = S(v[0,s)
# sd = S(v[d, n)
if ss < sd: ss, s = ss + v[1l], s+l
else : sd, d = ss + v[r], d-1
return -1




Problema: baricentro, quesito 3

3. *Risolvere lo stesso problema con una funzione che fa un’unica
scansione ricorsiva di v.
Ogni spiegazione sarebbe un insulto alla bellezza. Tuttavia...

si calcolano le somme sinistre in avanti, all’”’andata” delle chiamate
ricorsive (trasmesse in avanti sul parametro ss), e le somme destre
al ritorno (trasmesse sul secondo valore risultato).

Quando trovo un baricentro, smetto di fare controlli e trasmetto il
valore ai chiamanti.

Al ritorno le ho entrambe disponibili e le confronto.

def baricentro(v):
b, s = baricentroAux(v, 0, len(v), 0)
return b

O(n)
def baricentroAux(v, b, n, ss):# PREC: ss=S(v[@,;§7“\“/&/

if b==n: return -1, 0 -- -1 = non trovato

bt, sd = barincentroAux(v, b+l, n, ss+v[b])

o(1) if bt > @: return bt, 42 -- valore somma non rilev.
if sd==ss: return b, 42 -- trovo il baricentro
return -1, sd + v[b]




