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Memoria e vettori
Dal punto di vista pratico: i vettori sono una astrazione della 
memoria del calcolatore, che è in effetti un enorme sequenza di 
celle (o parole) accessibili mediante la loro posizione.

Come la memoria RAM, un valore in un vettore viene selezionato 
in base a un indice che corrisponde alla sua posizione nel vettore.
Una volta che si specifica l’indice, il tempo di accesso a un 
elemento di un vettore è (approssimativamente) costante.
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def initV(v):
i=0
while (i<len(v)): 

v[i],i = i, i+1

Un vettore è una porzione di memoria. Nel nostro 
esempio, occupa 5 celle numerate da 0 a 4, che 
inizializziamo al valore della loro posizione.

Attenzione: accessi come v[5] o v[6] o v[-1]
hanno da ritenersi scorretti. Che succede in C?

v[-1]

v[5]

v[6]

len(v)=5



Vettori: generalità
I vettori vengono allocati per effetto della definizione di una 
variabile vettore o per allocazione esplicita.
Un vettore occupa celle contigue di memoria: questo è essenziale 
affinché l’accesso alle singole celle richieda tempo costante.
Le celle sono numerate da 0 a n-1, dove n è la lunghezza del vettore 
(ho scelto di seguire la convenzione C, Python, Dijkstra etc. – molti 
libri di algoritmi, tra cui il Cormen, numerano i vettori da 1 a n).
La dimensione del vettore viene stabilita nel momento 
dell’allocazione e rimane invariata durante l’esecuzione (esistono 
diverse strutture dati ibride – tra cui i vettori di Python - in cui 
questo vincolo è rimosso, ma sappiate che c’è del software e dei 
costi computazionali nello riscalare i vettori).
Assumeremo di poter conoscere la lunghezza di un vettore usando 
la funzione len(v) (nel Cormen si usa l’attributo v.length). 
Non cercare mai di leggere/scrivere oltre i limiti: se siete fortunati 
questo provoca un errore (Python, Java) altrimenti succedono cose 
imprevedibili (C).



Motivazioni Logica ai vettori (1)
Consideriamo il seguente problema:

Dati 3 numeri, a, b e c ordinarli in ordine crescente.
Dobbiamo analizzare i casi (frecce: rosso = FALSE, verde=TRUE).

a<c

b<c

a<b

a<c

b<c

a,	b,	c

c,	a,	b

b,	a,	ca,	c,	b b,	c,	a

c,	b,	a

Albero di 
Decisione



Motivazioni Logica ai vettori (2)
L’analisi dei casi precedente, conduce al seguente programma.

E se i numeri fossero 4? Dovrei usare 4 variabili con 4 nomi diversi.
In generale, dovrei scrivere funzioni diverse per ordinare
sequenze di lunghezza diversa, con un numero diverso di variabili
È necessario uno strumento più flessibile.

def ord3(a,b,c):
if a<b: 

if a<c: 
if b<c: return a, b, c
else: return a, c, b

else: return c, a, b
else if b<c: 

if a<c: return b, a, c
else: return b, c, a

else: return c, b, a

Dal punto di vista logico: i 
vettori sono variabili il cui 
nome è calcolato a tempo di 
esecuzione (E. W. Dijkstra, A 
Discipline of Programming, 1978).
Quindi sono una struttura dati, 
cioè permettono di trattare un 
aggregato di dato come un 
unico dato.



Passaggio di vettori come parametro
Quando passiamo un vettore v come parametro, condividiamo 
l’area di memoria occupato da v con la funzione chiamata 
(passaggio per indirizzo) invece di ricopiarlo come con le variabili 
semplici (passaggio per valore).
Conseguenza: le modifiche al vettore sono visibili al chiamante.
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x			13
z

def f():
v = [5,8,13,21,34]
…
g(v, v[2])
…

def g(z, x)
z[0] = x

viene condivisa 
la memoria

viene copiato 
il valore

5
8
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21
34

❌13

effetto di 
z[0]=x



Passaggio di vettori: aspetti pratici
Tradizionalmente, assieme al vettore si passa la sua lunghezza (ad 
esempio in C). Noi semplicemente ci affideremo alla funzione len.

Altre volte passiamo tutto il vettore, ma la funzione chiamata 
opererà su una porzione del vettore e passeremo gli indici d’inizio
e di fine di tale porzione, chiamandoli usualmente inf e sup.

Manterremo (usualmente) la convenzione che inf sia il primo indice
della porzione e sup - 1 l’ultimo. Cioè gli indici validi sono 
sull’intervallo [inf, sup) chiuso a sinistra e aperto a destra.

Non ci sono ostruzioni metafisiche a ricopiare i vettori passandoli 
come parametro, ma solo due questioni pratiche:

1. sarebbe computazionalmente costoso

2. usualmente sono interessato a programmi che operano per 
side-effects modificando il vettore (o altra struttura dati)

I vettori sono la tipica struttura dati mutabile.



Detour: memoria e tipi

Come tutte le variabili, i vettori possono avere anche elementi di 
dimensione diversa dalla parola di memoria, dipendente dal tipo
degli oggetti memorizzati. 

Il tipo di una variabile influenza l’interpretazione di una sequenza 
di bit in un valore di quel tipo.

Noi faremo quasi esclusivamente problemi su interi e ignoreremo 
quasi sempre questioni legate ai tipi delle informazioni contenute.

Sappiate che nella programmazione è una tematica importante (io 
sono un Teorico dei Tipi😉)

Se vi facilita la comprensione, decorate pure i programmi con i tipi 
delle variabili e dei parametri.



Notazioni per asserzioni logiche (1)
È conveniente introdurre un po’ di notazioni. Indichiamo con: [a, b)
l’intervallo di numeri interi compresi tra a (incluso) e b (escluso). Se 
a ≥ b, l’intervallo [a, b) è vuoto. Useremo anche [a, b], (a, b] etc. 

Dato un vettore v, dom(v) è l’intervallo [0, len(v)) dei suoi indici 
validi.

• Asc(v) = ∀i ,j ∊ dom(v). i < j⇒ v[i] ≤ v[j], cioè v è ascendente;

• Cr(v) = ∀i, j ∊ dom(v). i < j⇒ v[i] < v[j], cioè v è strettamente
crescente;

• Disc(v) = ∀i, j ∊ dom(v). i < j⇒ v[i] ≥ v[j], cioè v è discendente;

• Decr(v) = ∀i, j ∊ dom(v). i < j⇒ v[i] > v[j], cioè è strettamente
decrescente.

Useremo anche funzioni, ad esempio (anche altre, alla bisogna):
• S(v) = ∑ i ∊ dom(v) v[i] è la somma degli elementi del vettore, oppure

• max(v) il massimo del vettore, cioè un valore x tale che x ∊ v &
∀i ∊ dom(v). v[i] ≤ x.



Notazioni per asserzioni logiche (2)
Molto spesso ci riferiremo a proprietà che valgono solo su una 
porzione di un vettore, diciamo in un certo intervallo di indici: 
• [inf, sup) aperto a destra, con 0 ≤ inf ≤ sup ≤ len(v), 

• oppure talvolta [inf, sup] chiuso a destra con 0 ≤ inf ≤ sup < len(v)

Indicheremo queste proprietà specificando l’intervallo. Ad es.: 

• Asc(v[inf, sup)) = ∀i ,j ∊ [inf, sup). i < j⇒ v[i] ≤ v[j]

• Cr(v[inf, sup]) = ∀i, j ∊ [inf, sup]. i < j⇒ v[i] < v[j]

Similmente per le funzioni:

• S(v[inf, sup)) = ∑ i ∊ [inf, sup) v[i] è la somma degli elementi del 
vettore, con gli indici compresi tra inf (compreso) e sup (escluso)
• min(v[inf, sup]) il minimo della porzione del vettore con indici

compresi tra inf e sup (inclusi).



Notazioni per asserzioni logiche (3)
Faremo diversi abusi di notazione. Ad esempio potremo essere
interessati i valori del vettore come insieme e ci sentiremo liberi di 
scrivere formule come x ∊ v, per significare∃ i ∊ dom(v). v[i] = x.

Potendo i vettori contenere duplicati, a volte saremo interessati al 
multiinsieme da esso rappresentato. In tali casi, verrà specificato.

Anche altre proprietà quantificate universalmente, verranno estese
‘silentemente’ ai vettori. Ad esempio, la scrittura:

v[a, b) ≤ u[c, d) andrà letta: ∀i ∊ [a, b), j ∊ [c, d). v[i] ≤ u[j]

Infine, dato un predicato P sui valori degli elementi di un vettore
indicheremo con #P(v[a, b)) la cardinalità del (multi)insieme di 
elementi che soddisfano il predicato P sull’intervallo [a, b), cioè:

|{ i ∊ [a, b) |P(v[i]) vale }|

Se voglio dire che due vettori hanno gli stessi valori (ma in ordine e 
occorrenze diverse) userò la notazione =set per distinguerla
dall’uguaglianza che prescrive che siano la stessa sequenza.



Schemi tipici di programmi: ricerca
Dato un vettore v di lunghezza n, vogliamo trovare l’indice i di un 
elemento v[i] (se esiste) che soddisfi una certa proprietà P(v[i]) e 
vogliamo quindi provare∃j.P(v[j])
Non avendo altre assunzioni, è necessario analizzare uno ad uno gli
elementi del vettore, ad esempio partendo da sinistra, fino a che non 
si incontra l’indice desiderato o si è arrivati in fondo al vettore.
A una generica iterazione, abbiamo stabilito la proprietà invariante
𝜑(v, j) ≡ ¬P(v[0, j)) e analizziamo P(v[j]). Abbiamo due casi:
• P(v[j]) vale, e in tal caso è sufficiente ritornare j come risultato e da 

¬P(v[0, j)) abbiamo che j è il primo indice tale che P(v[j])
• P(v[j]) non vale, e quindi abbiamo ¬ P(v[0, j)) & ¬ P(v[j]) ⇒

P(v[0, j]) = P(v[0, j+1))
Se arriviamo a j=n, abbiamo stabilito ¬ P(v[0, n))≡ ¬∃i.P(v[i]). 

?¬P(v[0, j ))



Ricerca sequenziale e ciclo for
Come applicazione, vediamo la ricerca sequenziale di un valore x
su un vettore non ordinato. Applichiamo lo schema visto prima.
Questioni di stile: 
• torniamo -1 che non può essere un indice.
• per scorrere un vettore dall’inizio alla fine si usa il costrutto 
for j=e1 to e2: C (i variabile, detta variabile indice).

Tale comando è equivalente alla sequenza
(j non modificata da C):

def cerca(x, v):
n = len(v)
j = 0
while j<n:
# INV: x ∉ v[0,j),T ≡ n-j

if v[j]==x: return j
j = j + 1

return -1

def cerca(v, x):
n = len(v)
for j=0 to n-1:

if v[j]==x: return j
return -1

j=e1
while j <= e2:
C
j = j+1tornano il 

minimo 
indice



Schemi tipici di programmi: verifica
Il problema duale alla ricerca è la verifica: Dato un vettore v di 
lunghezza n, vogliamo provare che vale ∀j.P(v[j]), ma questo
equivale chiaramente a ¬∃j.¬P(v[j]).
Esempio: vogliamo verficare Asc(v). La definizione richiede di 
testare tutte le coppie i, j ∊ dom(v) con i < j e verificare v[i] ≤ v[j].
Il vettore di un elemento è ordinato, quindi Asc(v[0,1)) vale.
Assumiamo di aver verificato Asc(v[0,i)). Cosa posso dedurre
conoscendo v[i]? Devo senz’altro confrontarlo con v[i - 1]: 
• se v[i] ≥ v[i -1], ho stabilito Asc(v[0,i+1)) perché da Asc(v[0,i)) 

derivo v[i - 1] = max(v[0, i)) e per transitività v[i] ≥ v[0, i).
• se v[i] < v[i -1], ho trovato la coppia i - 1 < i con v[i-1] > v[i] e posso

quindi dedurre ¬Asc(v)
def ordinato(v):

n, i = len(v), 1
while i!=n: #INV: Asc(v[0,i))

if v[i]<v[i-1]: return False
i = i+1 

return True



Caso ottimo, medio, pessimo

L’algoritmo di ricerca sospende l’esecuzione non appena trova un 
elemento che soddisfa la proprietà. Similmente, quello di verifica
non appena determina che la proprietà non vale.

➧I casi ottimi sono rispettivamente P(v[0]) e ¬P(v[0]). 

➧Il caso pessimo della ricerca è ¬∃j. P(v[j]) e ∀j. P(v[j]) è il caso
pessimo della verifica, perché occorre arrivare in fondo al vettore.

➧Ma il caso medio? Questa domanda si può rispondere solo 
assumendo una distribuzione di probabilità sugli input.
Per mantenerci nel semplice, consideriamo la ricerca, e 
immaginiamo di sapere che l’elemento cercato sia presente in v, 
ma non sappiamo in quale posizione.
Assumiamo che ognuna delle n! permutazioni abbia la stessa
probabilità (distribuzione uniforme). Ogni elemento ha probabilità
1/n di essere in una certa posizione i. La complessità del caso medio
è quindi il valore atteso:	∑ i ∊ [0, n)

#
$
	= 	 &

$
	∑ i ∊ [0, n) i = &

$
$	($(&)

*
= $(&

*
, 

cioè 𝛳(n).



Conteggio

Dato un vettore v, e un predicato P, l’obiettivo è calcolare #P(v), 
cioè il numero di elementi di v[i] che soddisfano P(v[i]).
È naturale pensare a una variabile contatore c che alla fine soddisfi
c=#P(v). In vista di un ciclo che scorre v, indicizzato su una
variabile indice i, è naturale pensare all’invariante c =#P(v[0, i)), che
quando i vale n, implica appunto c = #P(v[0, n)) = #P(v).
Vediamo di contare quanti elementi sono minori di un valore x.
Osserviamo, che questo programma è più generale della ricerca, e 
non può ovviamente uscire non appena trovato x.

def contaMinori(v, x):
# ENS: ritorna #{i : v[i]<x }

n, c = len(v), 0
for i=0 to n-1:
# INV: c = #P(v[0,i)), P(y) ≡ x<y

if v[i] < x: c=c+1
return c

Si fanno sempre 𝛳(n): 
iterazioni: non ci 
sono caso ottimo, 
pessimo e medio 

(programma a cicli 
fissi)



Massimo/minimo di un vettore
Dato un vettore v, l’obiettivo è trovare un indice m ∊ dom(v) che
soddisfi: v[m] = max(v).
Come prima, possiamo immaginare di soddisfare progressivamente, 
la proprietà più debole v[m] = max(v[0, i)) scorrendo il vettore da 
sinistra a destra e calcolando opportunamente m (indebolimento).
Per soddisfare v[m]=max(v[0, 1)) è sufficiente porre m=0. 
Se vale v[m] = max(v[0, i)) e confronto v[i] con v[m], avrò:
• Se v[i] ≥ v[m], allora abbiamo v[i]=max(v[0, i+1)) perchè v[i] > v[m], 
∀j ∊ [0, i). v[m] ≥ v[j] e per transitività di ≥.
• Se v[i] ≤ v[m], allora abbiamo v[m]=max(v[0, i+1)) perchè v[m] ≥ 

v[0, i ) e inoltre v[m] ≥ v[j], e quindi v[m] ≥ v[0, i+1) .

Si fanno sempre 𝛳(n): 
iterazioni: non ci 
sono caso ottimo, 
pessimo e medio

def maxV(v): #ENS: return max(v) REQ: v!=empty
n, m = len(v), 0
for i=1 to n-1: # INV: v[m] == max(v[0,i))

if v[i]>v[m]: 
m=i

return m
c’è un’assegnazione
i = i+1 implicita



La parte verde è la 
porzione di vettore 

su cui abbiamo 
soddisfatto 
l’invariante

Minimo: tracing (esempio esecuzione)
inizializzazioni. 73 è il 
minimo del vettore di v[0,1)

i=1, confronto v[1] 
con v[m] e aggiorno m

i viene incrementata a sup=7
e esce dal ciclo e torna 4.

73 42 19 37 7 11 90 0

73 42 19 37 7 11 90 1

73 42 19 37 7 11 90 2

73 42 19 37 7 11 90 2

73 42 19 37 7 11 90 4

73 42 19 37 7 11 90 4

73 42 19 37 7 11 90 4

i

i

i

i

i

i

i

viene mantenuto l’invariante
v[m]=min(v[0, i))

m



Generalizzazioni: programs for free
I programmi visti sinora, si possono facilmente generalizzare a una 
porzione di vettore con indici nell’intervallo [inf, sup). 

def min(v, inf, sup):
m = inf
for i=inf to sup-1:

if v[i-1]>v[m]: m=i
return m

def trova(x, v, inf, sup):
for i=inf to sup-1:

if v[i]==x: return i
return -1

def somma(v, inf, sup):
s = 0
for i=inf to sup-1:

s = s + v[i]
return s

def crescente(v, inf, sup):
for i=inf+1 to sup-1:

if v[i]<v[i-1]: return False
return True

def conta(x, v, inf, sup):
c = 0
for i=inf to sup-1:

if v[i]==x: c=c+1
return c

Slogan: 
parametrizzare

per comporre
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That’s all Folks!


