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Consideriamo una diversa formulazione dell’algoritmo di ricerca 
binaria, nella quale sono volutamente tralasciati i dettagli per catturarne 
l’essenza:

Ricerca_binaria (A, v)
se il vettore è vuoto

restituisci null
ispeziona l’elemento A[centrale]
se esso è uguale a v

restituisci il suo indice
se v < A[centrale]

esegui Ricerca_binaria (metà sinistra di A, v)
se v > A[centrale]

esegui Ricerca_binaria (metà destra di A, v)

Ricerca binaria ricorsiva
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L’aspetto cruciale di questa formulazione risiede nel fatto che
l’algoritmo risolve il problema “riapplicando” se stesso su un
sottoproblema più piccolo (una delle due metà del vettore).

Questa tecnica si chiama ricorsione.

Ricerca_binaria (A, v)
se il vettore è vuoto

restituisci null
ispeziona l’elemento A[centrale]
se esso è uguale a v

restituisci il suo indice
se v < A[centrale]

esegui Ricerca_binaria (metà sinistra di A, v)
se v > A[centrale]

esegui Ricerca_binaria (metà destra di A, v)

Ricerca binaria ricorsiva



Un po’ più formalmente…

def ricercaBin(array A, int v, int inf, int sup):
/* PREC: se v è in A, è tra gli indici inf e sup */

if inf > sup return NULL
/* caso base: sottovettore vuoto */

m← !"# $	&'(
)

if A[m] = v return m
/* caso base: elemento trovato */

if A[m] < v

then return ricercaBin(A, v, m+1, sup)
/* esplora metà sinistra */

else return ricercaBin(A, v, inf, m-1)
/* esplora metà destra */
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Una funzione matematica è detta ricorsiva quando la sua
definizione è espressa in termini di se stessa (definizioni induttive).

Un esempio è il calcolo del fattoriale:
n! = n*(n – 1)! Se n > 0
0! = 1

• La prima riga determina il meccanismo di calcolo ricorsivo vero e 
proprio, ossia stabilisce come, conoscendo il valore della funzione 
per un certo numero intero, si calcola il valore della funzione per 
l’intero successivo.

• La seconda riga della definizione invece determina un altro aspetto 
fondamentale, il caso base: in questo caso esso indica che, per il 
numero 0, il valore della funzione fattoriale è 1.

• NOTA: una funzione matematica deve sempre avere un caso 
base!

Funzioni matematiche ricorsive



L’alternativa sarebbe definire il fattoriale in modo un po’ 
informale (ed insoddisfacente), ad esempio scrivendo:

n! = 1 × 2 × … × (n - 1) × n
In realtà quasi tutte le funzioni sui naturali possono essere 
definite per induzione… a partire dall’operazione di successore.

Ad esempio, la somma:
n + 0 = n

n + (succ(m)) = succ(n + m)

Omaggio a Peano
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Nel campo degli algoritmi vi è un concetto del tutto analogo, quello 
degli algoritmi ricorsivi: un algoritmo è detto ricorsivo quando è 
espresso in termini di se stesso.

Un algoritmo ricorsivo ha sempre queste proprietà:
• la soluzione del problema complessivo è costruita risolvendo 

(ricorsivamente) uno o più sottoproblemi di dimensione minore e 
successivamente producendo la soluzione complessiva mediante 
combinazione delle soluzioni dei sottoproblemi;

• la successione dei sottoproblemi, che sono sempre più piccoli, 
deve sempre convergere ad un sottoproblema che costituisca un 
caso base (detto anche condizione di terminazione), incontrato 
il quale la ricorsione termina.

Algoritmi ricorsivi (1)
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Esempio: Calcolo del fattoriale di un intero dato n.

Funzione Fattoriale_Iter (n: intero non negativo)
if (n > 0)

fatt ← 1
for i=1 to n do

fatt ← fatt*i
return fatt

else return 1

Funzione Fattoriale_Ric (n: intero non negativo)
if (n > 0)

return n*Fattoriale_Ric (n – 1)
else return 1

Algoritmi ricorsivi (2) - fattoriale
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• E’ fondamentale assicurarsi che le funzioni ricorsive abbiano 
almeno un caso base, altrimenti la loro esecuzione genererebbe 
una catena illimitata di chiamate ricorsive che non terminerebbe 
mai (provocando ben presto la terminazione forzata 
dell’elaborazione a causa dell’esaurimento delle risorse di calcolo, 
per ragioni che vedremo fra breve).

• Bisogna quindi essere assolutamente certi che il caso base non 
possa essere mai “saltato” durante l’esecuzione.

• Nulla vieta di prevedere più di un caso base, basterà assicurarsi 
che uno tra i casi base sia sempre e comunque incontrato.

Algoritmi ricorsivi (3)
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Esempio: la seguente formulazione della funzione che calcola il 
fattoriale non terminerebbe mai se le venisse passato come valore 
iniziale un intero negativo:

Funzione Fattoriale_Infinita (n: intero)
if (n = 0)

return 1
else 

return n*Fattoriale_Infinita (n – 1)

Algoritmi ricorsivi (4)



Ovviamente no!

D’altra parte, può considerarsi corretta una funzione che 
risponde 1 se chiedo di calcolare (-3)! ?
Ogni funzione/algoritmo ha delle precondizioni che 
corrispondono alle assunzioni fatte sull’input.
Ad esempio: l’algoritmo di ricerca binaria è scorretto se il 
vettore in ingresso non fosse ordinato!
Occorre sempre verificare terminazione/correttezza.

Ma è un problema della ricorsione?

def fattIt(int n):

fatt← 1;
while n ≠ 0 do 

fatt← fatt * n
n ← n - 1;

return fatt

Non termina! 
per input 
negativi
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Esempio: algoritmo ricorsivo per la ricerca sequenziale su n 
elementi:
• ispezioniamo l’n-esimo elemento;
• se non è l’elemento cercato risolviamo il problema ricorsivamente 

sui primi (n – 1) elementi.

Funzione Ricerca_seq_ric (A: vettore; v, n: intero)
if (A[n] = v) return true
else if (n = 1) return false

else return Ricerca_seq_ric (A, v, n - 1)

Algoritmi ricorsivi (5) – ricerca sequenziale
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Anche nella formulazione ricorsiva della ricerca binaria ogni nuova 
chiamata ricorsiva riceve un sottoproblema da risolvere la cui 
dimensione è circa la metà di quello originario quindi, come nella 
versione iterativa, si giunge molto rapidamente al caso base.

Da ciò deriva un costo computazionale che, come vedremo, è

O(log n)

nel caso peggiore come per la ricerca binaria iterativa.

Algoritmi ricorsivi (7) – ricerca binaria
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Come si sviluppa il procedimento di calcolo effettivo?

Ricordiamo il calcolo del fattoriale:

Funzione Fattoriale_Ric (n: intero non negativo)
if (n > 0)

return n*Fattoriale_Ric (n – 1)
else return 1

La ricorsione (1)
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E vediamo lo sviluppo del 
calcolo di 
Fattoriale_Ric(4)

La ricorsione (2)
Fattoriale(4)

Fattoriale(3)

Fattoriale(2)

Fattoriale(1)

Fattoriale(0)

calcolo 0!
Caso base

calcolo 1!

calcolo 2!

calcolo 3!

calcolo 4!

Funzione Fattoriale_Ric (n: intero non neg.)
if (n > 0)

return n*Fattoriale_Ric (n – 1)
else return 1
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La ricorsione (3)

• Ogni funzione, sia essa ricorsiva o no, richiede per la sua esecuzione una 
certa quantità di memoria RAM, per:
• caricare in memoria il codice della funzione;
• passare i parametri alla funzione;
• memorizzare i valori delle variabili locali della funzione.

• Quando si arriva al caso base vi è una catena di chiamate della funzione 
ricorsiva ancora “aperte”, cioè chiamate della funzione che sono già 
iniziate ma non ancora terminate. Anche esse, come vedremo, occupano 
spazio di memoria.

• Quindi le funzioni ricorsive in generale hanno maggiori esigenze, in 
termini di memoria, delle funzioni non ricorsive (iterative).

• Per inciso, questa è la ragione per la quale una funzione ricorsiva mal 
progettata, ad es. nella quale la condizione di terminazione non si incontra 
mai, esaurisce con estrema rapidità la memoria disponibile con la 
conseguente inevitabile terminazione forzata dell’esecuzione.
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La ricorsione (4)

Va detto che qualsiasi problema risolvibile con un algoritmo ricorsivo 
può essere risolto anche con un algoritmo iterativo.

In quali situazioni è consigliabile utilizzare un algoritmo ricorsivo 
anziché uno iterativo? Queste considerazioni possono essere d’aiuto 
nella decisione:
• è conveniente utilizzare la ricorsione quando essa permette di 

formulare la soluzione del problema in un modo che è chiaro ed 
aderente alla natura del problema stesso, mentre la soluzione 
iterativa è molto più complicata o addirittura non evidente;

• non è conveniente utilizzare la ricorsione quando esiste una 
soluzione iterativa altrettanto semplice e chiara;

• non è conveniente utilizzare la ricorsione quando l’efficienza è un 
requisito primario.
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La ricorsione – esercizio 5
Un utile esercizio per capire l’ordine delle chiamate ricorsive è il 
seguente.

Dato in input un vettore di n interi (con indici da 1 a n), stampare le 
chiavi dall’ultima alla prima, ossia nell’ordine:

V[n] V[n-1] V[n-2] V[n-3] … V[3] V[2] V[1] 

IDEA: stampiamo l’ultima chiave e chiamiamo ricorsivamente la 
funzione sul resto del vettore, gestendo opportunamente il secondo 
parametro.

Funzione StampaVet (V: vettore; n: intero)
stampa (V[n])
if (n > 1) 

StampaVet (V, n-1))
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La ricorsione – esercizio 6
E se invece vogliamo stamparle dalla prima all’ultima?

IDEA: dobbiamo fare in modo che le stampe avvengano solo 
durante la risalita dalle chiamate ricorsive, dopo aver incontrato il 
caso base per n = 1. 
Basta scambiare l’ordine della stampa rispetto alla chiamata 
ricorsiva:

Funzione StampaVet (V: vettore; n: intero)
if (n > 1) 

StampaVet (V, n-1))
stampa (V[n])
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La ricorsione (5)

Esempio: calcolo dell’n-esimo numero di Fibonacci

La definizione dei numeri di Fibonacci è
la seguente:
• F(0) = 0
• F(1) = 1
• F(i) = F(i – 1) + F(i – 2) se i > 1

Esiste una formula chiusa per il calcolo (formula di Binet), che però 
introduce errori numerici dovuti agli inevitabili arrotondamenti causati 
dai calcoli in virgola mobile:

F(n) = *
+

,�
− (01*)+

,�
con Φ = 0$ ,�

)

Leonardo Fibonacci
(1170-1250)
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La ricorsione (6)

Quindi impostamo il calcolo mediante la seguente funzione ricorsiva:

Funzione Fibonacci (n: intero non negativo)
if ((n = 0) oppure (n = 1))

return n
else

return (Fibonacci(n – 1) + (Fibonacci(n – 2))

Notiamo che, nel corpo della funzione, ci sono due chiamate alla 
funzione stessa, non una sola come nel caso della ricerca binaria. 
Questo si riflette in una più complessa articolazione delle chiamate di 
funzione, che è illustrata, per n = 5, nella slide seguente.
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La ricorsione (7)

Fibonacci(5)

Fib.(1)

Fibonacci(4) Fibonacci(3)

Fibonacci(3) Fibonacci(2) Fibonacci(2)

Fib.(1)Fibonacci(2) Fib.(1) Fib.(0)Fib.(1) Fib.(0)

Fib.(1) Fib.(0)
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La ricorsione (8)

Fibonacci(5)

Fib.(1)

Fibonacci(4) Fibonacci(3)

Fibonacci(3) Fibonacci(2) Fibonacci(2)

Fib.(1)Fibonacci(2) Fib.(1) Fib.(0)Fib.(1) Fib.(0)

Fib.(1) Fib.(0)

Prima osservazione: uno stesso calcolo viene ripetuto più volte
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La ricorsione (9)
Seconda osservazione: L’occupazione dello spazio di memoria, 
legata alle chiamate di funzione, è molto alta.

• Il numero totale delle chiamate effettuate dall’inizio alla fine 
dell’elaborazione cresce molto velocemente con n.

• Inoltre, quando si arriva a ciascun caso base vi è una catena di 
chiamate “aperte” lungo il percorso che va dalla chiamata iniziale 
al caso base in questione.

Terza osservazione: Per risolvere un problema di dimensione n si 
devono risolvere due sottoproblemi di dimensione ben poco inferiore 
(rispettivamente, n-1 ed n-2).
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La ricorsione (10)
Osserviamo che il dispendio di tempo richiesto dalla funzione 
ricorsiva per il calcolo del numero di Fibonacci può essere evitato 
usando una versione iterativa:

Funzione Fibonacci_iter_1 (n: intero non negativo)
Sia Fib[0..n] un vettore di n interi

Fib[0] ← 0
Fib[1] ← 1
for i = 2 to n do

Fib[i] ← Fib[i-1]+Fib[i-2]
return vettore Fib

Che ha costo, sia in tempo che in spazio, pari a Θ(n)



Ovviamente no!

Questa funzione evita di ricalcolare valori già calcolati e quindi 
pota interi sottoalberi nella discesa ricorsiva vista prima.
Ha quindi un comportamento lineare in n perché calcola 
ciascun valore 1 sola volta.
Osservate che non verifica i casi base, che sono sussunti dalla 
condizione fib[n] ≥ 0.
In generale, la tecnica di memorizzare valori già calcolati di una 
funzione è detta programmazione dinamica.

Ma è un problema della ricorsione?

def fibRec(array fib, int n):
/* fib si assume inizializzato a {0,1,-1, -1, -1,…} */

if fib[n] ≥ 0 return fib[n] /* caso base */

fib[n] ← fibRec(fib, n-1)+ fibRec(fib, n-2);
return fib[n]
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La ricorsione (11)
Possiamo ottimizzare l’utilizzo di memoria osservando che il calcolo 
di F(n) dipende solo dai due valori precedenti:

Funzione Fibonacci_iter_2 (n: intero non negativo)
if ((n = 0) oppure (n = 1))

return n
else

fib_prec_prec ← 0
fib_prec ← 1
for (i = 2 to n)

fib ← fib_prec + fib_prec_prec
fib_prec_prec ← fib_prec
fib_prec ← fib;

return fib

Che mantiene il costo in tempo pari a Θ(n) ma ha costo in spazio 
pari a Θ(1)
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La ricorsione (12)
Siamo in grado di calcolare il costo computazionale della funzione 
ricorsiva che abbiamo visto?

Funzione Fibonacci (n: intero non negativo)
if ((n=0) oppure (n=1)) <- Θ(1)

return n <- Θ(1)
else

return(Fibonacci(n–1)+(Fibonacci(n–2))<- T(n-1)+T(n-2)

Otteniamo un costo T(n)=Θ(1)+T(n-1)+T(n-2) che è simile alla 
formula che definisce i numeri di Fibonacci, per cui pensiamo sia un 
costo esponenziale. Ma come lo dimostriamo?

Con le equazioni di ricorrenza



Ovviamente no! 

Sicuramente l’esecuzione di un programma ricorsivo può 
nascondere comportamenti non immediatamente evidenti agli 
occhi del novizio (e questo oltre il rischio, è anche la sua forza!).

Esercizio 1: Scrivere un algoritmo ricorsivo che usa una 
quantità di memoria costante (a parte quella necessaria per le 
chiamate ricorsive) che calcola fib(n) in tempo 𝛳(n) (ipotesi del 
costo uniforme)
Esercizio 2: Dare un’argomentazione informale che nella 
versione ricorsiva inefficiente vengono eseguite fib(n) chiamate 
alla funzione Fibonacci(1). 

I pigri possono trovare la soluzione all’Esercizio 1 consultando 
la dispensa: “Iterare è umano, Ricorrere è divino”.

Ma è un problema della ricorsione?
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La ricorsione – esercizio 1
Dati in input due interi n e k, calcolare la potenza k-esima di n

IDEA: possiamo basarci sul fatto che 𝑛7 = 𝑛 ∗ 𝑛710 ed 𝑛9 = 1

Funzione Enne_alla_Kappa (n, intero; k: intero non negativo)
if (k=0)

return 1
else

return n*Enne_alla_Kappa (n, k-1) 



Esercizio: 

1. Dare una definizione induttiva della potenza che esprime xn

in termini di xn/2 per n pari e in termini di n-1 per n dispari. 

2. Scrivere il corrispondente algoritmo ricorsivo

3. Valutare il numero di prodotti necessari.

4. Valutare la complessità sia nell’ipotesi di costo uniforme che 
nell’ipotesi di costo logaritmico.

5. Scrivere un algoritmo iterativo equivalente e valutare 
“soggettivamente” la maggiore/minore semplicità 
dell’algoritmo ricorsivo rispetto a quello iterativo.

Moltiplicazione Egiziana
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La ricorsione – esercizio 2
Dato in input un vettore di n interi (con indici da 1 a n), calcolare la 
somma degli elementi

IDEA: la somma è pari al valore di un elemento più la somma 
calcolata ricorsivamente sul resto del vettore

Funzione SommaVet (V: vettore; n: intero)
if (n=1)

return V[n]
else

return (V[n] + SommaVet (V, n-1)) 
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Un problema “inerentemente ricorsivo” : 
Le Torri di Hanoi
In questo classico gioco si deve spostare una torre di dischi da un 
piolo ad un altro, con questi vincoli:
• In una mossa si può muovere un solo disco
• E’ vietato spostare un disco più grande sopra un disco più piccolo.

4

3

2

1
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La ricorsione – esercizio 7: Torri di Hanoi
Quindi la strategia di gioco consiste in questo.

Per spostare una torre di n dischi, diciamo dal piolo 1 al 3 per 
esempio, si deve:
1. Spostare la torre degli (n-1) dischi più piccoli dal piolo 1 al 2;
2. Spostare il disco n-esimo (il più grande) dal piolo 1 al 3;
3. Spostare la torre di (n-1) dischi dal piolo 2 al 3.

I passi 1. e 3. sono adatti all’uso della ricorsione, il passo 2 invece lo 
consideriamo un’operazione elementare.

Si noti che per spostare una torre di n dischi bisogna spostarne due 
di (n-1) dischi, il che ci fa capire che il numero di mosse cresce 
esponenzialmente con n (dimostrare per induzione).
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La ricorsione – esercizio 7: Torri di Hanoi

Disegno di Ozalp Babaoglu, Università di Bologna
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La ricorsione – esercizio 7: Torri di Hanoi
Funzione SpostaTorreH (n, i, j: intero)

if (n=0) return
else

SpostaTorreH (n-1, i, 3–(i+j))
SpostaDisco (i,j)
SpostaTorreH (n-1, 3–(i+j), j)

Note:
1. I pioli sono numerati da 0 a 2;
2. I dischi sono numerati dal più piccolo (1) al più grande (n)
3. La funzione SpostaTorreH quindi agisce sui dischi dall’alto.
4. Il file hanoi.c su Twiki contiene una implementazione del gioco 

e produce una semplice animazione del suo funzionamento.



È abbastanza facile trovare delle regole per trasformare 
qualunque ciclo in un programma ricorsivo. Tuttavia, 
programmi come il minimo o la somma degli elementi di un 
vettore sono moralmente iterativi.

E personalmente, preferisco in tali casi, la versione iterativa.

Decisamente più difficile trasformare un programma ricorsivo 
(come Hanoi) in una procedura iterativa: ma è la cosa che fanno 
i compilatori (necessita della memoria per le chiamate ricorsive 
contemporaneamente aperte): ma si tratterebbe di programmi 
iterativi moralmente ricorsivi.

Programmi come potenza o fattoriale sono ugualmente naturali 
in versione ricorsiva e iterativa.

Osservazioni di Stile
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La ricorsione – esercizio 4
Funzione Palin (V: vettore; i_min, i_max: intero)

if (i_max <= i_min) <-Caso base
return true

if (V[i_min] ≠ V[i_max])
return false

else
return ((V[i_min]=V[i_max])AND Palin(V, i_min+1,i_max-1))

Nota: in casi come  questo, nel quale si usano dei parametri per 
delimitare il lavoro da fare nelle chiamate ricorsive, è molto 
opportuno illustrare come viene eseguita la prima chiamata:

Palindromo ← Palin(V, 1, n)
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La ricorsione – esercizio 3
Dato in input un vettore di n interi (con indici da 1 a n), trovare il 
minimo. 

IDEA: il minimo è pari al minore fra il valore di un elemento e il 
minimo trovato ricorsivamente sul resto del vettore

Funzione MinVet (V: vettore; n: intero)
if (n=1)

return V[n]
else

return Min(V[n], MinVet (V, n-1)) 
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La ricorsione – esercizio 4
Dato in input un vettore di n interi (con indici da 1 a n), verificare se il 
vettore è palindromo. Esempio di vettore palindromo:

IDEA: un vettore è palindromo se i suoi estremi sono uguali e il resto 
del vettore è anch’esso palindromo.

Nota: se n è dispari c’è un elemento centrale, altrimenti no; questa 
differenza va gestita.

1 5 4 8 4 5 1



Anche in questo caso c’è un’efficace soluzione iterativa.

In realtà posso anche tranquillamente arrivare fino a n.
Faccio il doppio dei conti, ma il programma è corretto.
Perché?

Questioni di stile…

fun palindromo(array A, int v, int n):

for i← 1 to :
)
	 do

/* fino alla metà del vettore */

if A[i] ≠ A[n-i+1] return FALSE
/* non è palindromo se trovo almeno

due elementi simmetrici diversi */

return TRUE
/* tutti i controlli hanno dato esito negativo */



Valutare la complessità del seguente programma che calcola i 
coefficienti binomiali: potete ragionare per induzione o dare un 
facile argomento informale.

Usare la tecnica usata per Fibonacci con vettore per evitare di 
ricalcolare valori già calcolati.

Scrivere un programma iterativo efficiente che genera le righe 
del Triangolo di Tartaglia. Quanto efficiente?

Esercizio

fun cbin(int n, int k):

if n=k or k=0 return 1

return cbin(n-1, k-1)+ cbin(n-1, k)


