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(1+3+5)+7=9+7=16=42

Quadrato come
somma di dispari




Quadrato come somma di dispari

Calcolare n? come la somma dei primi 7 numeri dispari.

Correttezza: vediamo (per induzione) che la cosa e vera.
Ovviamente 0?2 = 0 = somma di 0 numeri dispari (caso base)

Assumiamo per ipotesi induttivachen*=%,_, ,;2i+1.
Ma (n+1)?=n*+2n+1=%, ,2+1+2n+1=%_, , 2i+]l.

Progettazione: € naturale pensare a un processo iterativo in cui
valga l'invariante g = 72, che & un indebolimento dell’asserzione
finale desiderata, g = n?, che sara vera all'n-esima iterazione.

Al solito, ci serve un indice i per contare le iterazioni. Inoltre, ci
servira una variabile d per memorizzare i numeri dispari, per cui

valga l'invariante d = 21 + 1.

Per mantenere questo invariante
e sufficiente sommare 2 a d
a ogni iterazione partendo da 1.

def guadrato(n):
q, i, d = 0, 0, 1
while i != n:
# INV: q = i2& d =21 + 1
g, i, d = g+d, i+1l, d+2
return q
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Egiziana




Moltiplicazione Egiziana

Esercizio: Supponendo di avere a disposizione un esecutore
che sa eseguire in tempo costante le funzioni div (che calcola
quoziente e resto della divisione intera) e piu (che calcola la
somma di due numeri):

» scrivere una funzione multiplyLikeAnEgiptian che calcola
il prodotto sfruttando le seguenti uguaglianze:

m-2n=(m+m)-n
m-(2n+l)=m -2n+m
m-0=0

® Corredare il programma di opportune asserzioni logiche o,
meglio, progettare il codice usando le asserzioni logiche.

» Provare a valutare il numero di somme necessarie a
calcolare m - n in funzione di m ed n. Individuare caso ottimo
e pessimo.

®» Confrontare con 'algoritmo che si limita a iterare n volte la
somma di m.



Moltiplicazione Egizia: progetto

Idea: dovendo calcolare il prodotto di m ed n, dovrebbe essere
chiaro che ci dovra essere un’espressione che vale sempre
moh, lungo tutto il calcolo (invariante).

Anche dall’esperienza del prodotto che itera I"'operazione +m,
dovrebbe essere chiaro che dobbiamo avere un accumulatore
p che mantiene i prodotti calcolati.

Infine, come ¢ chiaro dalla definizione induttiva, i valori di m
e n invece vengono modificati durante il calcolo.

Un ottimo candidato invariante e quindi:

mMy-ng=p+m-n

|osservare che e lo stesso invariante del prodotto sequenziale,
in cui pero non si usa il caso pari]



Moltiplicazione Egizia: progetto

Teniamo a mente la definizione:
m-2n=(m+m)-n m-0=0
m-(2n+l)=m-2n+m
n decresce durante il calcolo (terminazione), ed a ben vedere

I'invariante m, - ny=p + m - n permette di ottenere 1'obiettivo se
quando n=0 (guardia), nel qual caso avrei m,- n,= p.

Inizializzazione: Essendo all’inizio m = myed n = n,,
l'inizializzazione p = 0 permette di soddisfare I'invariante
all'ingresso dell’iterazione.

Conservazione: per n pari, dimezzo n e quindi raddoppio m.
Infatti: p’+ m’-n"=p+ (2m)m/2)=p+m-n.

Per n dispari, n decresce di 1, e quindi si incrementa p di m.
Infatti: p’+ m’-n" = (ptm)+ m-n-1)=p+m-n-m=p+m-n.



pseudocodice

Ecco la funzione multiplyLikeAnEgiptian.

Notiamo, che anche il programma che fa n somme, scritto nella
forma a destra, ha lo stesso invariante: di fatto fa solo la
trasformazione nel caso disparin =n - 1.

L’investimento a fare una divisione, fa fare passi pit lunghi. Ma
quanto guadagnamo?

def multiplylLikeAnEgiptian(m, n):
p=20

while n != 0:
# INV: m@*n@ = p + m*n
g, r = div (n, 2)
if r ==
# n divisibile per 2
m, n = m+m,
else: p, n = p+m, n-1

def prodottoNaif(m, n):
p =0
while n != @:
# INV: m@*n@ = p + m*n
p, n = p+m, n-1
return p

return p




Analisi di complessita

Quante iterazioni faccio? Ho due tipi di trasformazione: una
per n pari e una per n dispari.

® Si eseguono al pit log, 1 passi del caso pari: dividendo un
naturale n per 2, questo si riduce a 1 in al piu log, n passi.

Caso Ottimo: se n =2 per qualche k, 'algoritmo esegue
esattamente k+1 iterazioni.

® Si possono fare al pit log, 7 passi del caso dispari, perché
ogni passo dispari porta verso un pari.

Caso Pessimo: Se n = 2¢ - 1 per qualche k, faccio esattamente
2k + 1 iterazioni.

Quindji, si fanno sempre 6(log n) iterazioni. Ma in TinyPython
che sa fare solo +1, -1? &



Esponenziale
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Problema: esponenziale egiziano

Esercizio: Applicare I'idea della moltiplicazione egiziana al calcolo
della funzione esponenziale.

1. Dare la definizione per induzione e lo pseudocodice
dell’algoritmo ricorsivo;

2. argomentare brevemente sulla sua correttezza;
3. Valutare la complessita applicando il criterio di costo opportuno.

1/2. Progetto e Correttezza: se n = p+g, ho m" = mP*1 = m? - miche nel
caso particolare p=g diventa: m# = mP-mP, ma anche m?=(m?)? da cui
possiamo trovare due formulazioni equivalenti.

def exp(m, n):

m’ =1 if n==0: return 1

m2n = (m"2= (m2)" q, r = div(n, 2)

if r==0: return exp(m*m, q)
return m*exp(m, n-1)

m27’l+1 — m . mzn

3. Complessita: come per la moltiplicazione, il caso ottimo e n=2% e
si fanno k=log, n prodotti. Ma anche nel caso pessimo (n=2%- 1) si
fanno al piu log, n passi pari e log, n passi dispari, quindi 6 (log, n).



Osservazioni importanti

Complessita revisited: tuttavia era opportuno notare che il costo di
un prodotto non puo essere ritenuto costante, in quanto i numeri
crescono molto: se il prodotto costa log, 1, ma i numeri crescono
fino a n" e quindi la complessita e 6(log n-log n") = 6(n-log?n) .

Errore interessante: qualcuno ha trovato la formulazione induttiva e
ricorsiva corretta, ma ingenuamente ha scritto il programma a
sinistra, che chiaramente ripete le stesse computazioni!

if r==0:
e = expE(m, q)
return e * e

def exp(m, n):
if n==0: return 1
g, r = div(n, 2)
if r==0: return exp(m,q)*exp(m,q)
return m*expEgypt(m, n-1)

In rosso, le
chiamate

ricorsive inutili
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Sulla strada della
semiperfezione




Numeri Semiperfetti: problema e idea

Un numero e semiperfetto se & uguale alla somma di un sottoinsieme
dei suoi divisori propri (primi e non).

Ad esempio, il 24 & semiperfetto. Infatti ha come divisori propri
I'insieme 1, 2, 3, 4, 6, 8,12 e quindi ho che 24 =2+ 4 + 6 + 12 ma
anche24=1+2+3+4+ 6+ 8 (e anche altri...)

Progettare una funzione che verifica se un numero n € semiperfetto.

Idea: Chiamiamo D, ={d:d<n & d | n } 'insieme dei divisori
propri di n. Occorre trovare un sottoinsieme D” & D la somma dei
cui elementi sa 7, tra i 2P sottoinsiemi di D.

In questo caso, 'esplosione combinatoria dei programmi ricorsivi
con piu di una chiamata ricorsiva ci viene in aiuto.

Preso un elemento d € D, possiamo considerare i sottoinsiemi che
contengono d e quelli che non lo contengono e applicare
ricorsivamente il ragionamento a D \ { d }, che é piu piccolo.

Per rispondere alla domanda se riesco a ottenere n come somma
degli elementi di D, mi chiedo se riesco a ottere n - d come sotto-
insieme di di D \ { d }, oppure se riesco a ottenere nin D \ {d }.



Numeri Semiperf.: implementazione

Al momento non abbiamo strutture dati per memorizzare insiemi.
Ma nel nostro caso e necessario?

Possiamo generare i divisori in ordine, semplicemente testando la
divisibilita, in modo analogo al programma che calcola il massimo
fattore primo (la differenza sta che qui vogliamo tutti i divisori propri
presi una sola volta e quindi ci portiamo appresso tra i parametri il
numero n originale).

Analogamente tra i parametri passiamo la somma s dei numeri
considerati nel ramo di computazione corrente.

def semiperfettiAux(n, d, s):

if s==0: return True
if s < @ or d > n/2: return False
g, r = div(n, 2)
if r==0:

return semiPerfettoAux(n, d+1, s-d)

or semiPerfettoAux(n, d+1, s)

else: return semiPerfettoAux(n, d+1, s)




Numeri Semiperf.: programs for free

Lo stesso programma, con piccole modifiche, puo essere utilizzato
per contare quanti sottoinsiemi di divisori danno somma 7 (in

basso a sinistra)... oppure per stampare la prima soluzione trovata
(destra)

Con un po’ di lavoro, si potrebbero stampare tutte le soluzioni.

def spStAux(n, d, s):
if s==0: return True
if s < @ or d > n/2: return False
g, r = div(n, 2)
if r==0 and spStAux(n, d+1, s-d):
print d

def spCAux(n, d, s): return True

if s==0: return 1 spStAux(n, d+1, s)
if s <@ ord>n/2: return 0
g, r = div(n, 2)
if r==0:

return spCAux(n, d+1, s-d)

+ spCAux(n, d+1, s)

else: return spCAux(n, d+1, s)




Radice quadrata
intera




Altre applicazioni: radice quadrata

Il problema di calcolare la radice quadrata intera di un numero
naturale consiste, dato 7, nel trovare un numero r che soddisfi:

r’<n &n<(r+1)>
E facile soddisfare r* < n sempre semplicemente inizializzando r a 0.

Dopodiché si incrementa r finché e possibile mantenere l'invariante
r?> < n. Quest’idea ci da la guardia. Esco con il primo r tale che r>> 1,
ma cio implica che (7 - 1)< n e per la guardia falsificata r*> n.

Quindi -1 e il numero che cercavo.

Il semplice programma in figura ha un costo 6(+/n) che e abbastanza
alto per una operazione aritmetica.

def radiceQ(n):
r=29
while r*r < n
# INV: r2 < n
r=r +1
return r - 1

Notare che abbiamo fatto una
ricerca lineare nel vettore
immaginario dei naturali...




That’s all Folks!
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