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Per poter valutare l’efficienza di un algoritmo, così da poterlo
confrontare con algoritmi diversi che risolvono lo stesso problema,
bisogna essere in grado di valutare l’ordine di grandezza del suo
costo computazionale, ovvero del suo tempo di esecuzione e
delle sue necessità in termini di memoria.

In particolare, tale valutazione ha senso quando la dimensione
dell’input è sufficientemente grande. Per questo si parla di
efficienza asintotica degli algoritmi.

Salvo ove sia diversamente specificato, la grandezza che viene
valutata è il tempo di esecuzione dell’algoritmo.

Prima di entrare nel vivo della valutazione del costo computazionale
asintotico degli algoritmi, è necessario introdurre alcune definizioni.

Introduzione alla notazione asintotica
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Date due funzioni f(n), g(n) ≥ 0 si dice che

f(n) è un O(g(n))

se esistono due costanti c ed n0 tali che

0 ≤ f(n) ≤ c g(n) per ogni n  ≥ n0

Notazione O (limite asintotico superiore)
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Sia f(n) = 3n + 3

f(n) è un O(n2) in quanto, posto c = 6:
cn2 ≥ 3n + 3 per ogni n ≥ 1.

Ma f(n) è anche un O(n) in quanto:
cn ≥ 3n + 3 per ogni n ≥ 1 se c ≥ 6,

oppure per ogni n ≥ 3 se c ≥ 4.

E' facile convincersi che, data una funzione f(n), esistono infinite
funzioni g(n) per cui f(n) risulta un O(g(n)).

Come sarà più chiaro in seguito, ci interessa tentare di determinare
la funzione g(n) che meglio approssima la funzione f(n) dall'alto o,
informalmente, la più piccola funzione g(n) tale che f(n) sia O(g(n)).

Notazione O – esempio 1
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Sia f(n) = n2 + 4n

f(n) è un O(n2) in quanto:
cn2 ≥ n2 + 4n per ogni n se c  ≥ 5

oppure per ogni n ≥ 4/(c-1) se c > 1:

cn2 ≥ n2 + 4n → (c-1)n2 ≥ 4n → (c-1)n ≥ 4 → n ≥ 
!
"#$

Viceversa, f(n) non è O(n), perché per quanto grande si prenda la
costante c, la disuguaglianza

cn ≥ n2 + 4n

diventa falsa per n abbastanza grande (banalmente per n ≥ c).

Notazione O – esempio 2
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Sia f(n) un polinomio di grado m:

f(n) = ∑ 𝒂𝒊𝒏𝒊𝒎
𝒊*𝟎 , con am > 0

Dimostriamo, per induzione su m, che f(n) è un O(nm) con

Casi base

m = 0: f(n) = a0, quindi f(n) è una costante, (denotata con O(1)) per 
ogni n e per ogni c ≥ a0

m = 1: f(n) = a0 + a1n, quindi f(n) è un O(n) per qualunque n, per ogni 
c ≥ a0 + a1.

Notazione O – esempio 3 (1)

c ≥ ai
i=0

m

∑



Pagina 7Notazione asintotica

Ipotesi induttiva

∑ 𝑎-𝑛-/#$
-*0 è un O(nm-1) con c ≥ ∑ 𝑎-/#$

-*0

Passo induttivo

Dobbiamo dimostrare che

f(n) = ∑ 𝑎-𝑛-/
-*0 è un O(nm) con

cioè che

c’nm ≥ ∑ 𝑎-𝑛-/
-*0 con c’ ≥ ∑ 𝑎-/

-*0

Notazione O – esempio 3 (2)

c ≥ ai
i=0

m

∑
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Si osservi che f(n) si può scrivere come

f(n) = ∑ 𝑎-𝑛-/
-*0 = 	∑ 𝑎-𝑛-/#$

-*0 + amnm = h(n) + amnm

e che, per l’ipotesi induttiva:

cnm-1 ≥ h(n) con c ≥ ∑ 𝑎-/#$
-*0

Ora:

f(n) = h(n) + amnm ≤ cnm-1 + amnm ≤ cnm + amnm = (c + am)nm

Ponendo c’ = c + am si ha la tesi.

Notazione O – esempio 3 (3)
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Date due funzioni f(n), g(n) ≥ 0 si dice che

f(n) è un Ω(g(n))

se esistono due costanti c ed n0 tali che

f(n) ≥ c g(n) per ogni n  ≥ n0

Notazione Ω (limite asintotico inferiore)
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Sia f(n) = 2n2 + 3

f(n) è un Ω(n) in quanto

2n2 + 3 ≥ cn per qualunque n se c = 1

Ma f(n) è anche un Ω(n2) in quanto

2n2 + 3 ≥ cn2 per ogni n, se c ≤ 2.

Notazione Ω - esempio 1
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Sia f(n) un polinomio di grado m:

f(n) = ∑ 𝒂𝒊𝒏𝒊𝒎
𝒊*𝟎 , con am > 0

La dimostrazione che f(n) è un Ω(nm) è analoga alla dimostrazione
che f(n) è un O(nm) e perciò viene lasciata come esercizio.

Notazione Ω - esempio 2
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Abbiamo visto come, in entrambe le notazioni esposte in
precedenza, per ogni funzione f(n) sia possibile trovare più funzioni
g(n).

In effetti O(g(n)) e Ω(g(n)) sono insiemi di funzioni, e dire “f(n) è un
O(g(n)” oppure “f(n) = O(g(n)” ha il significato di “f(n) appartiene a
O(g(n))”.

Tuttavia, poiché i limiti asintotici ci servono per stimare con la
maggior precisione possibile il costo computazionale di un algoritmo,
vorremmo trovare – fra tutte le possibili funzioni g(n) – quella che
più si avvicina a f(n).

Per questo cerchiamo la più piccola funzione g(n) per determinare
O e la più grande funzione g(n) per determinare Ω. La definizione
che segue formalizza questo concetto intuitivo.

Notazione O e Ω - considerazioni
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Date due funzioni f(n), g(n) ≥ 0 si dice che

f(n) è un Θ(g(n))

se esistono tre costanti c1, c2 ed n0 tali che

c1 g(n) ≤ f(n) ≤ c2 g(n) per ogni n  ≥ n0

Notazione Θ (limite asintotico stretto)



Pagina 14Notazione asintotica

Sia f(n) = 3n + 3

f(n) è un Ө(n) ponendo, ad esempio:
c1 = 3, c2 = 4, n0 = 3

Infatti:
3n ≤ 3n + 3 ≤ 4n per n ≥ 3

Notazione Θ - esempio 1
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Sia f(n) un polinomio di grado m:

f(n) = ∑ 𝒂𝒊𝒏𝒊𝒎
𝒊*𝟎 , con am > 0

La dimostrazione che f(n) è un Ө(nm) discende dall’aver dimostrato
che

∑ 𝒂𝒊𝒏𝒊𝒎
𝒊*𝟎 è sia un O(nm) che un Ω(nm)

Notazione Θ - esempio 2
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Per semplificare il calcolo del costo computazionale asintotico degli
algoritmi si possono sfruttare delle semplici regole che dapprima
enunciamo, chiarendole con degli esempi, ed in un secondo
momento dimostriamo.

Algebra della notazione asintotica
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1A: Per ogni k > 0 e per ogni f(n) ≥ 0,
se f(n) è un O(g(n)) allora anche k f(n) è un O(g(n)).

1B: Per ogni k > 0 e per ogni f(n) ≥ 0,
se f(n) è un Ω(g(n)) allora anche k f(n) è un Ω(g(n)).

1C: Per ogni k > 0 e per ogni f(n) ≥ 0,
se f(n) è un Ө(g(n)) allora anche k f(n) è un Ө(g(n)).

Informalmente, queste tre regole si possono riformulare dicendo che
le costanti moltiplicative si possono ignorare.

Regole sulle costanti moltiplicative
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2A: Per ogni f(n), d(n) > 0,
se f(n) è un O(g(n)) e d(n) è un O(h(n))

allora f(n)+d(n) è un O(g(n)+h(n)) = O(max(g(n),h(n))).

2B: Per ogni f(n), d(n) > 0,
se f(n) è un Ω(g(n)) e d(n) è un Ω(h(n))

allora f(n)+d(n) è un Ω(g(n)+h(n)) = Ω(max(g(n),h(n))).

2C: Per ogni f(n), d(n) > 0,
se f(n) è un Ө(g(n)) e d(n) è un Ө(h(n))

allora f(n)+d(n) è un Ө(g(n)+h(n)) = Ө(max(g(n),h(n))).

Informalmente, queste tre regole si possono riformulare dicendo che
le notazioni asintotiche commutano con l’operazione di somma.

Regole sulla commutatività con la somma
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3A: Per ogni f(n), d(n) > 0,
se f(n) è un O(g(n)) e d(n) è un O(h(n))

allora f(n)d(n) è un O(g(n)h(n)).

3B: Per ogni f(n), d(n) > 0,
se f(n) è un Ω(g(n)) e d(n) è un Ω(h(n))

allora f(n)d(n) è un Ω(g(n)h(n)).

3C: Per ogni f(n), d(n) > 0,
se f(n) è un Ө(g(n)) e d(n) è un Ө(h(n))

allora f(n)d(n) è un Ө(g(n)h(n)).

Informalmente, queste tre regole si possono riformulare dicendo che
le notazioni asintotiche commutano con l’operazione di prodotto.

Regole sulla commutatività col prodotto
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Esempio 1
Trovare il limite asintotico stretto per f(n) = 3n2n + 4n4

3n2n + 4n4 = Ө(n)Ө(2n) + Ө(n4) = Ө(n2n) + Ө(n4) = Ө(n2n).

Esempio 2
Trovare il limite asintotico stretto per f(n) = 2n+1

2n+1 = 2 2n= Ө(2n).

Esempio 3
Trovare il limite asintotico stretto per f(n) = 22n

22n = 2n 2n = Ө(2n)Ө(2n) = Ө(22n).

L’ultimo esempio ci permette di notare che le costanti moltiplicative si
possono ignorare solo se non sono all’esponente.

Esempi di applicazione delle regole



Pagina 21Notazione asintotica

Regola:
Per ogni k > 0 e per ogni f(n) ≥ 0,

se f(n) è un O(g(n))
allora anche k f(n) è un O(g(n)).

Dimostrazione
Per ipotesi, f(n) è un O(g(n)) quindi esistono due costanti c ed n0 tali 
che:

f(n) ≤ cg(n) per ogni n ≥ n0

Ne segue che:
kf(n) ≤ kcg(n)

Questo prova che, prendendo kc come nuova costante c’ e
mantenendo lo stesso n0, kf(n) è un O(g(n)).

CVD

Dimostrazione della regola 1A
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Regola:
Per ogni f(n), d(n) > 0,

se f(n) è un O(g(n)) e d(n) è un O(h(n))
allora f(n)+d(n) è un O(g(n)+h(n)) = O(max(g(n),h(n))).

Dimostrazione
Se f(n) è un O(g(n)) e d(n) è un O(h(n)) allora esistono quattro costanti c’
e c”, n’0 ed n”0 tali che:

f(n) ≤ c’g(n) per ogni  n ≥ n’0 e d(n) ≤ c”h(n) per ogni n ≥ n”0

Allora:
f(n) + d(n) ≤ c’g(n) + c”h(n) ≤ max(c’, c”)(g(n) + h(n))

per ogni n ≥ max(n’0, n”0)
Da ciò segue che f(n) + d(n) è un O(g(n)+h(n)).

Infine:
max(c’, c”)(g(n) + h(n)) ≤ 2 max(c’, c”) max(g(n), h(n)).

Ne segue che f(n) + d(n) è un O(max(g(n), h(n))).

Dimostrazione della regola 2A

CVD
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Regola:
Per ogni f(n), d(n) > 0,

se f(n) è un O(g(n)) e d(n) è un O(h(n))
allora f(n)d(n) è un O(g(n)h(n)).

Dimostrazione
Se f(n) è un O(g(n)) e d(n) è un O(h(n)) allora esistono quattro 
costanti c’ e c”, n’0 ed n”0 tali che:

f(n) ≤ c’g(n) per ogni  n ≥ n’0 e d(n) ≤ c”h(n) per ogni  n ≥ n”0

Allora:
f(n)d(n) ≤ c’c”g(n)h(n) per ogni n ≥ max(n’0, n”0)

Da ciò segue che f(n)d(n) è un O(g(n)h(n)).
CVD

Le dimostrazioni delle altre regole, che coinvolgono le notazioni Ω e Ө, sono
lasciate per esercizio.

Dimostrazione della regola 3A
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Spesso è possibile determinare la notazione asintotica di una
funzione calcolando il limite di un rapporto.

In particolare:

1. se lim
6→8

9 6
: 6

= 𝑘 > 0 allora f(n)=Q(g(n)); 

2. se lim
6→8

9 6
: 6

=¥ allora f(n)=W(g(n)) ma f(n)¹Q(g(n)); 

3. se lim
6→8

9 6
: 6

= 0 allora f(n)=O(g(n)) ma f(n)¹Q(g(n)).

Ovviamente, quando il limite non esiste, questo metodo non si può 
usare e bisogna procedere diversamente.

Notazione asintotica e limiti (1)
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Dimostriamo l’affermazione 1.
Se

lim
6→8

9 6
: 6

= 𝑘 > 0

allora vuol dire che per ogni e>0 esiste un n0 tale che, per n ≥ n0:

k- e ≤ 9(6)
:(6)

	 ≤ k + e.

Essendo g(n) > 0 ed e < k, ponendo c1 = k – e, c2 = k + e si ha

c1 g(n) ≤ f(n) ≤ c2 g(n)

Cioè
f(n) = Θ(g(n))

CVD

Notazione asintotica e limiti (2)
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Calcolare l’andamento asintotico delle seguenti funzioni:

• f(n) = n2 log n
• f(n) = 3n log n + 2n2

• f(n) = 2log n/2 + 5n
• f(n) = 4log n

• f(n) = (√2)log n

Esercizi
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Se è soddisfatta l’ipotesi che ogni dato in input sia minore di un valore

k = 2numero di bit della parola di memoria

ciascuna operazione elementare sui dati del problema verrà
eseguita in un tempo costante.

In tal caso si parla di misura di costo uniforme.

Tale criterio non è sempre realistico perché, se un dato del problema
è più grande di k, esso deve comunque essere memorizzato, ed in tal
caso si useranno più parole di memoria.

Di conseguenza, anche le operazioni elementari su di esso dovranno
essere reiterate per tutte le parole di memoria che lo contengono, e
quindi richiederanno un tempo che non è più costante.

Criterio della misura di costo uniforme



Pagina 28Introduzione

Questo criterio, perfettamente realistico, risolve il problema sopra
esposto assumendo che il costo delle operazioni elementari sia
funzione della dimensione degli operandi (ossia dei dati).

Poiché il numero di bit necessari per memorizzare un valore n è
proporzionale a log n, si parla di misura di costo logaritmico.

Essa però implica rilevanti complicazioni nei calcoli dell’efficienza
di un algoritmo, per cui sia in letteratura che nella pratica si sceglie
di usare la misura di costo uniforme, che si rivela adatta alla maggior
parte dei problemi reali.

Criterio della misura di costo logaritmico
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Analizziamo informalmente un semplicissimo programma applicando
entrambi i criteri al fine di evidenziarne le differenze.

Il programma consiste di un ciclo, reiterato n volte, che calcola il
valore 2n:

x ¬ 1;
for i = 1 to n do
x ¬ x*2;

Con la misura di costo uniforme si vede facilmente che il tempo di
esecuzione totale è proporzionale ad n, poiché:
• si tratta di un ciclo eseguito n volte;
• ad ogni iterazione del ciclo si compiono due operazioni, ciascuna

delle quali ha costo unitario:
1. l’incremento del contatore
2. il calcolo del nuovo valore di x.

Esempio di applicazione dei due criteri (1)
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Con la misura di costo logaritmico le cose diventano subito più
complicate, perché sia l’incremento di i che il raddoppio di x non
hanno più costo costante.

In particolare, per ogni singola iterazione il costo complessivo è dato
dalla somma dei seguenti due fattori:

1. log i, per l’incremento del contatore;
2. log x = log 2i = i per il calcolo del nuovo valore di x.

Il costo totale diviene dunque:

@(𝑖 + log 𝑖)
6

-*$

	

Esempio di applicazione dei due criteri (2)
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Ora, considerando che:

@(𝑖 + log 𝑖)
6

-*$

	≥@𝑖
6

-*$

= 	
𝑛(𝑛 + 1)

2

e che:

@(𝑖 + log 𝑖)
6

-*$

	≤@2𝑖
6

-*$

= 	𝑛(𝑛 + 1)

si vede che il tempo di esecuzione totale è proporzionale ad n2.

Esempio di applicazione dei due criteri (3)


