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Visto che parleremo di ricorsione...

Il ministro dello Sport forse voleva citare
Epimenide di Creta (paradosso del mentitore) 😉



Lezione 4a:

Ancora sul passaggio
di parametri: 
call-by-value



Una chiamata di funzione f(e1, e2, …, en) causa prima la 
valutazione delle espressioni e1, e2, …, en (parametri attuali) e 
poi l’assegnamento dei valori calcolati alle variabili x1, x2, …, 
xn (parametri formali) definite nel prototipo della funzione 
T f(T1 e1, T2 e2, …, Tn en) [T, T, T2, …, Tn sono tipi].

L’ordine di valutazione delle espressioni in C è rilevante, 
perché la valutazione di un’espressione può modificare la 
memoria e quindi altre valutazioni. 

Ad esempio, potreste essere tentati di scrivere cose come:

somma(divRef(5, 3, &q, &r), q)

che paiono rischiose, in quanto dipendenti dall’ordine in cui il 
compilatore valuta i parametri! (q viene modificata dalla 
valutazione di divRef).

In C questi fenomeni possono verificarsi anche senza 
chiamare funzioni. Provate  somma(x++, x)oppure 
somma(x, x++) oppure somma(++x, x).

Passaggio di parametri



Nel linguaggio Python è possibile usare il seguente comando:

x1, x2, …, xn = e1, e2, …, en

in cui le espressioni vengono valutate nella memoria 
congelata al momento dell’esecuzione e poi vengono 
assegnati i valori calcolati alle variabili.

Ad esempio, in Python lo scambio di variabili può essere fatto 
con l’assegnazione parallela:

x, y = y, x

Sfruttando il `call by value’ possiamo ottenere qualcosa di 
`simile’ con la seguente funzione (a meno di side-effects):

Assegnamento parallelo



Possiamo fare lo scambio di due variabili x e y, usando il 
comando:

assPar(&x, &y, y, x)

Oppure definire una nuova versione di scambia come segue:

Questi esempi possono sembrare un po’ artificiosi (e forse lo 
sono), ma sicuramente se li capite, capirete l’uso degli 
operatori * e & in C.

Scambio di variabili revisited



La semantica dell’operatore && prevede quanto segue: 
L’espressione e1 && e2 viene valutata prima valutando e1: se 
il risultato è FALSE (ad esempio 0 se si tratta di un’espressione 
intera) il risultato è FALSE. Altrimenti si va a valutare e2.

A questo punto, potrebbe sembrare che la seguente funzione:

Abbia il comportamento dell’operatore &&. Tuttavia ciò non è 
vero. Pensate al comando: 

if (x && resto(y, x)) … else …

Se x vale 0, non si va a valutare resto(y, x): per fortuna, 
perché ovviamente resto(y, x)non termina se x vale 0.

Ma myAnd(x,resto(y, x))valuta sempre resto(y, x) a 
causa della semantica call-by-value!

Il problema degli operatori && e ||



Lezione 4b:

Ricorsione: vizi e virtù 



Moltiplicazione Egiziana

Abbiamo visto la volta scorsa una soluzione iterativa, facile 
ma non completamente banale. Usando tuttavia la possibilità
che una funzione chiami sé stessa (ricorsione) si può scrivere 
un programma che semplicemente“traduce” la definizione 
induttiva:

prima sempre il caso base!!!



Somma Ricorsiva
Definizione induttiva della somma(si possono definire per 
induzione praticamente tutte le funzioni sui naturali):

Può sembrare il gioco delle 3 carte e una banale riscrittura 
usando la proprietà associativa: ma a destra dell’uguale ho:

• il successore (+1)

• la somma applicata ad argomenti più `piccoli’.

Usando l’if per distinguere i casi, riesco a scrivere un 
programma ricorsivo che traduce questa def induttiva:



Funzione di Fibonacci



Si può facilmente scrivere una funzione ricorsiva che calcola i 
numeri di Fibonacci semplicemente traducendo le clausole 
della definizione induttiva:

Sfortunatamente, questa funzione ha un comportamento 
computazionale anomalo.

Il problema risiede nel fatto che questa funzione ripete molte 
volte le stesse computazioni.

Funzione Ricorsiva per Fibonacci



Nella figura la sequenza di chiamate.

Le chiamate lungo un cammino convivono (sono attive) nello 
stesso momento. Implementare correttamente la ricorsione è il 
motivo per cui la chiamata di una funzione genera un record 
di attivazione sullo stack di sistema.

fibRec(1) viene ad esempio chiamata 3 volte!!!

Esecuzione di Fibonacci ricorsivo



Si può dimostrare (per induzione!) che fibRec(1) viene 
chiamata esattamente fib(n) volte che è un numero che cresce 

esponenzialmente (con base radice aurea, cioè φ = #$ %�

'
)

fib(n) ≈ 𝜑n

Informalmente, possiamo osservare che la funzione fibRec
deve raggiungere un caso base per aggiungere un 1, quindi 
dovrà eseguire fibRec(1) un numero di volte uguale al numero 
che calcola.

Osservazione: in generale, in TinyC questo è sempre vero. 
Per calcolare un qualsiasi valore potendo fare solo +1, dovrò 
eseguire un’operazione di successore (almeno!) tante volte 
quant’è il valore calcolato.

Ma in questo caso, fibRec sarebbe esponenziale anche se 
somma fosse di complessità costante!

Esecuzione di Fibonacci ricorsivo



Possiamo facilmente scrivere una funzione che calcola i 
numeri di Fibonacci con un numero di somme lineare in n, 
semplicemente generando un nuovo numero di Fibonacci ad 
ogni iterazione.

E’ sufficiente aver cura di mantenere gli ultimi due numeri di 
Fibonacci calcolati (e farli scivolare: a ogni iterazione quello 
nuovo diventa l’ultimo e l’ultimo il penultimo e così via…)

Funzione Iterativa per Fibonacci



E’ possibile scrivere una funzione ricorsiva che calcola i 
numeri di fibonacci con lo stesso comportamento 
computazionale della versione iterativa?

La risposta è sì, e spero suggerisca a tutti voi che qualsiasi 
ciclo può essere riprodotto da una funzione ricorsiva, 
utilizzando i parametri per memorizzare lo stato della 
computazione di un ciclo. 

L’idea è quella di avere una funzione ricorsiva con parametri 
variabili che mimano il comportamento delle variabili i, f1
ed f2 nella funzione iterativa.

Questo porterebbe a una funzione di 4 parametri: occorre 
mantenere il prototipo originale: fib deve essere una 
funzione di 1 parametro. Scriveremo quindi una funzione 
ausiliaria.

Fibonacci ricorsivo efficiente



Fibonacci ricorsivo efficiente

La funzione fibRecEff risolve i casi facili e prepara la 
prima chiamata in modo da soddisfare le precondizioni della 
funzione ausiliaria fibRecEffAux.



Correttezza di funzioni ricorsive

Occorre dimostrare che, sotto le precondizioni: 

1. la funzione tratta correttamente i casi base;

2. sono valide le post-condizioni, assumendo 
induttivamente che le chiamate ricorsive siano corrette;

3. le chiamate ricorsive soddisfano le precondizioni;

4. la sequenza delle chiamate ricorsive termini (è sufficiente 
far vedere che i valori delle chiamate ricorsive sono più 
piccoli).

Nel nostro caso 1. è banale. 2. equivale a dimostrare che si 
conserva un invariante. 3. equivale a trovare una funzione di 
terminazione.



Lezione 4c:

Problemi inerentemente 
ricorsivi 



Il problema della Torre di Hanoi



Soluzione Induttiva

Il problema è banale con un solo disco. Altrettanto facile con 2 
dischi. Da 3 dischi in su occorre avere una strategia…



Soluzione Induttiva
Supponiamo di avere una funzione muovi che dà in output le 
mosse… (o comunica con un’appropriata interfaccia grafica)



Il problema del Massimo Primo

Osservate che non possiamo fare nessuna assunzione sui 
valori caricati in f1 ed f2. Ad esempio, se n=24, la risposta è 
1 ma potrebbero essere caricati sia 6 e 4, sia 3 e 8, sia 2 e 12 etc.

Ovviamente, non 1 e 24.

[vedi dispensa S4]



Soluzione ricorsiva

Se n è primo allora è anche il massimo primo nella sua 
scomposizione (caso base)

Altrimenti, se n = f1・f2 allora il suo massimo fattore primo è il 
massimo tra il massimo fattore primo nella scomposizione di 
f1 e il massimo fattore primo nella scomposizione di f2 (passo 
induttivo).

Il corrispondente programma ricorsivo è semplicissimo:



Errore interessante



Soluzione iterativa

La soluzione iterativa, viceversa, ha una certa complessità 
(vedi dispensa S4 – forse la facciamo usando vettori più in la).

Occorre memorizzare in una struttura dati i fattori (non 
ancora noti essere primi o meno) in una qualche struttura dati 
e continuare ad analizzarli finché non si scompongono tutti in 
fattori primi.

Domanda: ma perché nella versione ricorsiva non ho bisogno 
di strutture dati?

Perché tali fattori sono memorizzati nelle variabili f1 e f2
nei record di attivazione delle molte chiamate di maxPrimo
contemporaneamente attive durante l’esecuzione.



Lezione 4

That’s all Folks…

…Domande?


