Sommario

Proprieta indecidibili delle TM.

Proprieta non Turing riconoscibili delle TM.



INFINTM

Il problema dell’infinito per le TM:
INFINtTm = {<M>| M é in TM e L(M) e infinito} é deciso da qualche TM?

Prova della non decidibilita:

Per riduzione da Atm, Atm Sm INFINTMm.

Ad un input per Amm, < M,w>, associamo <T>, dove T € una TM, in modo tale
chewein L(M) (< M,w> e in Arm ) sse L(T) e infinito (e quindi <T> & in INFINtu ).

Adottiamo I'alfabeto binario.
La riduzione e calcolata dalla TM R seguente.
R = Input: < M,w>
Output: <T> dove la TM T e cosi definita:
T=input x
esegui Msuwe
se M accetta w, accetta x
se M rifiuta w, rifiuta x.

Se M accetta w allora T accetta {0,1}*, mentre se M non accetta w allora L(T) =
@, perché o M ha rifiutato w o M non si e fermata su w, in entrambi i casi T non

accetta alcuna parola, quindi abbiamo ottenuto la riduzione f voluta:
wein L(M) (< M,w> e in Atun) sse (f(<M,w>) = <T> e in INFINtu) L(T) e infinito.



Regolarita per TM

REGm={<T>|TéeunaTM e L(T) e regolare} e indecidibile.

Prova. Per riduzione da Atm . Mostriamo che Atm Sm REGTwm.

Ad un input per Amm, < M,w>, associamo <T>, dove T € una TM, in modo tale
cheweinL(M) (< M,w> e in Atu) sse L(T) e regolare (e quindi <T> e in REGm ).
Questa associazione é calcolabile, e sia R la macchina che la calcola.

!_a TMR e cosi definita: Adottiamo l'alfabeto binario.
input <M,w>
output: la TM T qui definita:
T = input x
se x = 0n1Mn, per qualche n, allora accetta
altrimenti (x non e della forma 0n1n) esegui M suw e
se M accetta w, accetta x
se M rifiuta w, rifiuta x.

Quindi L(T) accetta tutte le parole se M accetta w:
quelle della forma 0n1n in ogni caso, quando le riceve in input, e le altre se M

accetta w.
Se invece M non accetta w le uniche parole accettate da T sono quelle della

forma On1n, per qualche n.

Quindi L(T) e regolare (<T> e in REGtn ) sse M accetta w (< M,w=> e in Atm).



Non Turing riconoscibilita

Il problema dell’equivalenza per TM:

EQmm = {<M,M’> | M,M’ sono TM e L(M)=L(M’)} non e Turing riconoscibile.

Osservazione 1: se AsnwB & A swB

Osservazione 2: Atm € Turing riconoscibile mentre = Atm non lo é.

Osservazione 3: Per provare che un qualsiasi problema B non e Turing
riconoscibile dovremmo dimostrare = Atm <m B, ma é piu semplice
sfruttare I'osservazione 1 e ridurre Atm al complemento di B, cioe
dimostrare che Atm sm ™ B.




Equivalenza: EQtm

EQmvm = {<M,M’> | M,M’ sono TM e L(M)=L(M’)} non e Turing riconoscibile.
Prova della non Turing riconoscibilita:

Riduciamo Arm all’inequivalenza, cioé al complemento dell’equivalenza per

TM:
Atwm Sm 7 EQTMm.

Ad un input per Amm, <M,w>, associamo <T1,T2>, la codifica di due TM T1 e T2,
in modo tale che w e in L(M) sse L(T1)#L(T2). Sempre sull’alfabeto binario.

La TM T1 & cosi definita: |L(T1)= o |
input x
rifiuta

LaTM T2 e cosi definita: |Se w é in L(M) allora L(T2) ={0,1}*

input x mentre se w non e in L(M) allora L(T2) =2
esegul M suw

se Ml accetta w, accetta
se M rifiuta w, rifiuta.




Equivalenza: EQtm

EQmvm = {<M,M’> | M,M’ sono TM e L(M)=L(M’)} non e Turing riconoscibile.
Prova della non Turing riconoscibilita:

Riduciamo Arm all’inequivalenza, cioé al complemento dell’equivalenza per
TM:

Atwm Sm 7 EQTMm.

Ad un input per Amm, <M,w>, associamo <T1,T2>, la codifica di due TM T1 e T2,
in modo tale che w e in L(M) sse L(T1)#L(T2). Sempre sull’alfabeto binario.

La riduzione é calcolata dalla TM R seguente.

R = Input: <M,w>

Output: <T1,T2> dove quindi abbiamo ottenuto la riduzione voluta:
T1 = input x weinL(M) = L(T1)=2 # L(T2) = {0,1}".
rifluta w & non & in L(M) = L(T1) = @ = L(T2).

T2 = esegui M suw
se Ml accetta w, accetta
se M rifiuta w, rifiuta.



’'inequivalenza:~Qtm

TEQmwm = {<M,M’> | M,M’ sono TM e L(M)#L(M’)} é decidibile? NO!
Turing riconoscibile? NO!

Riduciamo Arm al complemento dell’inequivalenza per TM, cioe
all’equivalenza: Atm <m EQTm.

Ad un input per Amm, <M,w>, associamo <T1,T2> la codifica di due TM T1e T2
tali che w e in L(MM) sse L(T1)=L(T2). Sempre sull’alfabeto binario.

LaTM T1 e cosi definita: |L(T1)= {0,1}*
input x
accetta

La TM T2 e cosi definita: |Se w e in L(M) allora L(T2) ={0,1}*

input x mentre se w non e in L(IM) allora L(T2) =2
esegui M suw

se M accetta w accetta
se M rifiuta, rifiuta.




’'inequivalenza:~Qtm

TEQmwm = {<M,M’> | M,M’ sono TM e L(M)#L(M’)} é decidibile? NO!
Turing riconoscibile? NO!

Riduciamo Arm al complemento dell’inequivalenza per TM, cioe
all’equivalenza: Atm Sm EQ1m.

Ad un input per Amm, <M,w>, associamo <T1,T2> la codifica di due TM T1e T2
tali che w e in L(MM) sse L(T1)=L(T2). Sempre sull’alfabeto binario.

La riduzione é calcolata dalla TM R seguente.
R = Input: <M,w>
Output: <T1,T2> dove
T1 = input x
accetta
T2 = esegui VM suw
se Ml accetta w, accetta
se M rifiuta w , rifiuta.

quindi abbiamo ottenuto la riduzione voluta: w e in L(IV]) sse L(T1)=L(T2).




Completezza di At™

Amm={<M,w>|Mé TM e w in L(M)} & completo per £(TM)

Un linguaggio e completo rispetto a una classe di linguaggi se appartiene
a quella classe e se ogni linguaggio della classe si riduce ad esso.
Si deve dimostrare solo che ogni linguaggio Turing riconoscibile si riduce

a Atwm, visto che Atm & in Z(TM).

Riduciamo L ad Arm cioé mostriamo che L <m Atm per ogni linguaggio in Z(TM).

Ad un input per L, <w>, associamo <T,w> la codificadi una TM T che riconosce
L. Questa associazione e calcolabile, e sia R la macchina che la calcola.

La TM R é cosi definita:
input w
output: la coppia <T,w>, dove T € una TM tale che L(T) = L.

Banalmente w éinL sse <T,w> é in Atwm.



