Sommario

 Pumping lemma per i regolari

« esempi di uso del teorema per
dimostrare che un linguaggio non e
regolare
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PUMPING LEMMA: I'idea

Dato un DFA con n stati ci poniamo la seguente domanda:

ci sono condizioni sotto le quali si ha la certezza di avere un
ciclo nel cammino determinato da una parola accettata?

Basta prendere parole di lunghezza maggiore o uguale a n:

Xy Xy X3 X4 ... X, Xn+m

qui m20

P1 P2 P3 Ps P5s Pn Pn+r - Ph+m+1

Tra gli stati p1,...,pn+1 ce n’@ uno che si ripete.

Il principio della piccionaia!
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PUMPING LEMMA

Bar-Hillel, Perles, Shamir (1961)

Se L e un linguaggio
accettato da un DFA con n
stati, allora tutte le sue
parole w di lunghezza
maggiore o uguale a n si
possono ottenere come
concatenazione di tre
sottoparole x,y e z tali che
W = Xyz con

1. ly|>0 e

2. wi = Xxyiz in L, per ogni
i20.
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w = xyz e |y|>0



PUMPING LEMMA: la prova 1

Pumping lemma: dimostrazione.

Detto n il numero degli stati di un
DFA A che accetta un
linguaggio L, per quanto y
osservato in precedenza ogni
w e L con |w|2n, e
scomponibile in tre sotto

parole x,y,z in £* tali che w =
xyz e che soddisfano le 2 X
proprieta del lemma.

Se infatti una parola w ha
lunghezza m allora servono D
m+1 stati per riconoscerla e se
m 2 n allora m+1 > n, per cui

c’é necessariamente uno stato Inoltre percorrendo il ciclo
che si ripete tra quelli del piu volte si ottiene
cammino determinato da w sul sempre una parola in L.
grafo di transizione. Il ciclo é Quindi wi = xyiz in L, per
come minimo di lunghezza 2 ogni i20.

( cioe del tipo qq, un
autociclo), per cui y non puo
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esempi di scomposizioni

|1
OO0 0
—
0
T 1

~To,1

Se prendiamo

w=011011010
P1P2P3P4P5 PeP7Pg PgP10=cd0q010q0d01dcqoqo1do10

p, = p, allora per w=011011010, si ha la scomposizione

x=¢g,y=011ez=011010, ma anche

p, = psallora per w = 011011010, si ha la scomposizione

x=0,y=110e z= 11010 oppure

p, = p,allora per w = 011011010, si ha la scomposizione

x=011,y=011ez= 010 Prof. E. Fachini



esempi di scomposizioni

O O OLD
E—

0,1

Se prendiamo

w=0110
P1P2P3P4P5 =g091d203J0

p, = p; allora per w=0110, si ha la scomposizione

x =¢,y=0110 e z =¢, che é 'unica e effettivamente wi=yiéinL
per ogni i20
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Uso Pumping Lemma

Si usa per provare che un linguaggio NON e
regolare.

Sia L un linguaggio che si sospetta non regolare.

Si tratta di dimostrare che per ogni n (il numero
degli stati di un DFA eventualmente esistente che
accetta L) siamo in grado di individuare una
parola w in L di lunghezza almeno n tale che ogni
sua scomposizione nella concatenazione di tre
sottoparole x,y,z con |y|>0, non ci consente
concludere che wi = xyiz é in L per ogni i20.

Questo vuol dire che siamo in grado di

individuare almeno un indice j tale che w; = xyiz
non é in L.
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Uso Pumping Lemma

Si usa per provare che un linguaggio NON e
regolare.

STRATEGIA DI PROVA
Sia L un linguaggio che si sospetta non regolare:

e si prende un qualsiasi intero positivo k,

« si sceglie (questa e la parte creativa) zx (una
famiglia di parole) in L tale che |zk| 2 k

* si mostra che per ogni fattorizzazione zx = uvw
con |v| 2 1, esiste uni 20 tale che uviw ¢ L.
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Esempio

L = {arbn | n 20} non e regolare.
Per ogni n consideriamo le parole w = anbn (dato il

linguaggio non c’eé molta scelta!). Consideriamo le
possibili scomposizioni w = xyz. Si danno alcuni casi:

1. y = am, per m>0, allora wi=x(am )iz ha meno a di b se
i=0.

2.y = bm, analogo

3.y = ambp, con m,p21, allora y = x(ambr )iz contiene una
a che segue una b per ogni i>0.

In questo caso considerare tutte le scomposizioni non e

cosi oneroso, ma in generale potrebbero nascere molti
casli da trattare.

La condizione che possiamo aggiungere sulle
scomposizioni ne riduce di gran lunga il numero.
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Semplificare le prove v =xzcon

z=2122z3

y oppure
- w = x1z2z3 con

7 x1= xyz1

/\/-‘/'\ sono due

‘ scomposizioni
/1_\ possibili.

@

Nella prova del lemma basta una sola scomposizione, posso
imporre di considerare quella determinata dal primo ciclo che si
incontra sul cammino dallo stato iniziale. Quanto deve esser
lungo al piu il prefisso xy per garantire che y sia I’etichetta del
primo ciclo? Al piu il numero degli stati!

Quindi possiamo limitarci a considerare le scomposizioni tali che
|xy| < n.
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PUMPING LEMMA
enunciato completo

Pumping lemma.
Se L e un linguaggio regolare esiste un n tale che per
oghiwe Lcon|w|2n,3xy,z in 2* taliche w = xyz e

1.ly| >0
2. |xy| =n
3. xyiz € L per ogni i20
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Esempio

L = {anbm | n>m 20} non é regolare.

Per ogni p consideriamo le parole wp = arbr. Consideriamo le
possibili scomposizioni w = xyz, con |xy| < p.

Allora x e y sono costitute di sole a!

Formalmente, siax=ar,perr20ey=as, per s>0 e z = atbncon
r+s+t= n, con t20 (in questo modo prendiamo tutte le
scomposizioni che soddisfano la condizione |xy|<n)

Osserviamo che se eliminano y otteniamo meno a che b e
quindi la parola non e in L.

Questo vuol dire prendere i = 0 e allora wo=xy%z = aratbn ,
mar+tsnperchés2ler+s+t=n+1, quindiwononeéeinlL.
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Dove fallisce la prova

Se volessi dimostrare che il linguaggio L = {00,11}* non e regolare
( che e falso) la prova deve fallire.

Per ogni p consideriamo le parole wp = (00)r(11)r. Consideriamo le
possibili scomposizioni w = xyz, con |xy| < p.

Allora x e y sono costitute di soli 0!

Se prendessi per esempio y = 0(00), per un qualsiasi 0sr<p allora
xyz = (00)s00(00)r(00)t(11)r con la condizione s+r+1+t=p, r,s,t 20, potrei
concludere che xy%z = (00)s0(00)t(11)»non e in L.

Ma se y = (00)r, per un certo 0<r<p, la parola xyiz e in L per ogni i20.
In questo caso dunque la prova fallisce perche ci sono delle
scomposizioni per le quali non sono in grado di determinare una

ripetizione della supposta etichetta del ciclo che produca una parola
non nel linguaggio.

Prendendo altre parole ci si ritrova sempre con lo stesso problema
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